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Un nouveau code de calcul étendu au transfert de matière  a été développé pour la simulation 
d'une colonne d’extraction liquide-liquide fonctionnant à contre-courant. Ce code est 
caractérisé par le couplage entre une description détaillée de l’hydrodynamique et un modèle 
de transfert de matière. 
Une nouvelle méthode de résolution de l'équation de bilan de population nommée Méthode 
de décomposition d'Adomian, appliquée à l'hydrodynamique est également prise en compte, 
notamment pour le processus de coalescence, rupture, et  croissance des particules. Aussi une 
étude élargie aux domaines de l'hydrodynamique et le transfert de matière  a été élaborée par 
des simulateurs commerciaux tels que Comsol et Fluent.  
 
 











A new calculation code for the mass transfer a counter-current extraction process has been 
developed. This code is characterized by the combination of two main aspects in separation 
processes: hydrodynamics and mass transfer. 
A new method of solving the population balance equation named Adomian composition 
method, applied to the hydrodynamics is also taken into account, especially for the process of 
coalescence, breakage and growth of particles. As expanded study the fields of 
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 Constante d’Hamaker (J) 
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a Aire interfaciale (m2) 
,  Constantes de fréquence de collisions 
,  Constantes d’efficacité de coalescence 
	  Coefficient de traînée visqueuse 

 Constante de turbulence (damping) 
 Coefficient de traînée  
 
 Coefficient de dispersion axial (m2/s) 
 Diamètre de la colonne (m) 
 Coefficient de diffusion moléculaire 
 Diamètre du rotor (m) 
 Diamètre du stator (m) 
, ,  Diamètre de la goutte (m) 
 Diamètre critique de la goutte pour la rupture (m) 
 Diamètre équivalent (m) 
 Diamètre de la goutte mère (m) 
 Diamètre de Sauter moyen de la goutte (m) 




 Faction de la surface libre du plateau 
 Terme de transfert de masse  
,  Force (N) 
 Terme de génération 
 , ! Fréquence de la rupture (s-1) 
 Accélération de gravité (m/s2) 
" Hauteur de la colonne  
H Constante d'Henry (Pa .m3 /mole) 
" Hauteur du compartiment (m) 
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                                                                                                         INTRODUCTION GENERALE 







 L’utilisation des contacteurs diphasiques dans des procédés industriels requiert une phase de 
dimensionnement. Or, s’il existe des simulateurs permettant de prédire avec une précision suffisante 
le fonctionnement en régimes permanent et dynamique des colonnes à phase continue, il existe 
moins, à l’heure actuelle, d’outil équivalent appliqué au contacteur à phase dispersée, du fait de la 
complexité et de l’interaction entre les phénomènes mis en jeu (hydrodynamique et transfert de 
matière).  
L’objectif de ce travail est l’étude du transfert de matière dans les procédés de séparation en 
utilisant le modèle de bilan de population des gouttes.  
Par conséquent, dans ce travail, les différentes étapes principales impliquées dans une 
opération de séparation dans les contacteurs diphasiques, comme le transport des gouttes ou des 
bulles, leur rupture et coalescence sont considérées  pour deux types différents de contacteur: la 
colonne RDC et la colonne  à bulle. L’objectif est de calculer la rétention locale et le diamètre  de 
Sauter, paramètres essentiels et requis pour le processus de transfert de masse.  
L’approche du modèle de bilan de population est adoptée et incluse dans la modélisation par 
le biais d’une équation intégro-différentielle à paramètres répartis et régis par une équation aux 
dérivées partielles, qui décrivent le comportement spatio-temporel des variables du modèle.   
Ce manuscrit comporte cinq chapitres. Dans le premier chapitre, une revue bibliographique 
sur l’application de l’approche du modèle de l’équation de bilan de population de gouttes et les 
stratégies numériques de résolutions, sont  présentées. 
Le deuxième chapitre présente les équations du modèle. Celles-ci résultent d’une 
discrétisation du contacteur en une succession de compartiments dans lesquels les bilans 
volumiques macroscopiques et les bilans matières sont effectués. A une échelle plus locale, la 
description des lois décrivant l’hydrodynamique d’une population de gouttes dans une colonne 
d’extraction liquide-liquide, est aussi donnée. 
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Le troisième chapitre présente la méthode numérique retenue pour résoudre les équations du 
modèle, particulièrement la méthode de discrétisation et de résolution de ces équations. 
 Aussi, les résultats issus de la modélisation sont comparés aux données expérimentales 
acquises pour l'hydrodynamique de la  colonne RDC fonctionnant en régime permanent avec le 
système toluène/eau. 
Le quatrième chapitre présente les méthodes de résolution de l’équation de bilan de 
population et les résultats obtenus par l’utilisation de la méthode de décomposition d’Adomian dans 
les réacteurs continus et discontinus pour différents cas. 
Le cinquième chapitre présente  l’ensemble des résultats de simulation pour les  contacteurs 
diphasique, ces résultats sont obtenus à l’aide de deux logiciels, Comsol et Fluent pour 
l’hydrodynamique et le transfert de matière dans les colonnes à disque rotatif (RDC) et les colonnes 
à bulles. 
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 Généralement, la modélisation des équipements de séparation tels que les contacteurs 
liquide-liquide, complètement agités et différentiels, est basée sur l’approche de bilan de population 
des gouttes, qui est surtout utilisée pour décrire le comportement hydrodynamique complexe de la 
phase dispersée, de par la nature des interactions macroscopiques de la phase dispersée, dans un 
champ continu d'écoulement, généralement turbulent. Ces interactions macroscopiques sont dues 
aux phénomènes de rupture et de coalescence, qui résultent dans une population distribuée de 
gouttes, non seulement dans un domaine spatial de l'équipement, mais également aléatoirement, en 
ce qui concerne l'état des gouttes (propriétés) comme la taille, la concentration et l'âge. Dans ce 
cadre, il apparaît que dans [1, 2], les auteurs étaient parmi les premiers à introduire le modèle de 
l’équation de bilan de populations dans la modélisation de certains procédés de génie chimique 
faisant intervenir une phase dispersée. De tels processus incluent les opérations unitaires effectuées 
dans les réacteurs discontinus et continus agités, ainsi que dans des contacteurs différentiels tel que 
rapporté, par exemple, dans [3-5] pour la cristallisation et dans [6, 7] pour les colonnes d'extraction 
liquide-liquide. 
 Dans de tels équipements d'opérations unitaires, le comportement dynamique des particules 
dispersées, telles que des bulles ou des gouttes comme pour le cas de ce travail, est assez variable. 
Par conséquent, il est nécessaire de considérer un modèle mathématique assez détaillé, afin de 
pouvoir décrire les événements engendrés par l'interaction entre la phase continue turbulente et la 
phase dispersée (gouttes), incluant les phénomènes de rupture et de coalescence. 
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 D’une manière générale, le terme de rupture considère l'interaction d'une simple goutte avec 
la phase continue turbulente, où elle subit la rupture si l'énergie cinétique turbulente transmise à la 
goutte excède son énergie de surface [8]. 
 D’autre part, la coalescence de gouttes peut avoir lieu en raison de l'interaction entre deux 
gouttes et la phase continue turbulente. La coalescence entre ces deux gouttes est considérée comme 
effective si le film liquide intervenant a suffisamment de temps de contact pour subir un drainage 
[9]. 
 Par conséquent, une distribution des tailles des gouttes est générée le long de la coordonnée 
spatiale du contacteur liquide-liquide rendant les modèles inhérents en supposant des distributions 
de taille de gouttes uniformes ou basées sur un certain diamètre moyen de gouttes  de valeur 
pratique assez petite [10, 11]. 
 En conséquence, la modélisation de ces phénomènes, basée sur les bilans de populations des 
gouttes, contribue non seulement à la détermination du hold-up de la phase dispersée (concentration 
volumique) mais également toute propriété intégrale liée à la distribution résultante de particules 
(gouttes), comme la taille moyenne des gouttes et la surface interfaciale spécifique requise pour le 
calcul du transfert de masse et de la chaleur [12-14]. 
 L'approche du bilan de populations a été appliquée pour modéliser le comportement des 
dispersions interactives liquide-liquide de deux manières différentes, la première se basant sur la 
notion d’étage et l’autre sur les modèles différentiels. 
 Dans l’approche d’étage rapportée dans [13, 15, 16], la colonne est assimilée à une série de 
réacteurs agités interagissant l'un sur l'autre et traversés par des écoulements allant de l’avant vers 
l’arrière, pour compenser le comportement non idéal de chaque réacteur. Des exemples pratiques de 
telles colonnes peuvent être cités tels que la colonne perforée, la colonne pulsée, la colonne 
Scheible et les cascades de mélangeurs-décanteurs. Pour ce système, une équation de bilan de 
population doit être écrite pour chaque réacteur avec des conditions aux limites adéquates. 
 Dans l'approche basée sur le modèle différentiel, les phases sont en contact continu et se 
séparent seulement à la sortie du contacteur, comme pour le cas de la colonne de jet, du contacteur à 
disque rotatif (RDC), à plateaux pulsés, Kühni et la colonne d'Oldshue-Rushton. Dans tels 
équipements, le modèle de bilan de population est habituellement formulé comme étant une loi de 
conservation en termes de concentrations volumiques [6, 17-19]. Le modèle différentiel résultant 
tient compte du transport de gouttes, des ruptures et coalescences des gouttes, avec des conditions 
aux limites nécessaires. Cependant ces dernières ne sont pas clairement énoncées dans la littérature. 
Une revue assez complète de modélisation mathématique de ces colonnes d'extraction liquide-
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liquide, ainsi que les avantages et inconvénients des modèles correspondants, est rapportée dans 
[20]. 
 Globalement, l'application de l'approche de bilan de populations fournit des informations 
assez utiles pour toute modélisation incluant les phénomènes de rupture et de coalescence ainsi que 
les lois de transport de gouttes. Cependant, le développement des programmes de recherche visant à 
déterminer expérimentalement les cinétiques de rupture et de coalescence des gouttes ainsi que le 
transport des gouttes uniques ou par groupes, a grandement contribué à l’élaboration de modèles 
plus réalistes, grâce à la disponibilité de ces paramètres cinétiques et de lois de transport, comme 
démontré dans les travaux présentés dans [14, 15, 21-28]. 
Cependant, le niveau de développement des modèles acquis a induit des complexités 
mathématiques qui exigent ainsi un coût informatique assez élevé, du fait qu'aucune solution 
analytique n'est facile à obtenir pour l'équation de bilan de population générale. En conséquence, 
une solution numérique est nécessaire pour une simulation des processus de la phase dispersés assez 
précise. Depuis deux décennies plusieurs travaux ont été publiés, concernant seulement la solution 
numérique de nombreux cas particuliers, comme illustré dans [12, 17, 18, 29-67]. En dépit de toute 
cette recherche intensive, aucune approche numérique générale n’existe jusqu’à présent et qui est 
applicable systématiquement à l’équation de bilan de population quand les distributions à plusieurs 
variables tels que la taille, la concentration et l’âge des gouttes, connus comme étant des 
coordonnées internes, interviennent [1]. Une telle distribution multi-variables dans les dispersions 
liquide-liquide, est rapportée dans [68, 69]. Cependant, le problème devient plus compliqué quand 
des coordonnées externes formées par la phase continue, interviennent, comme dans le cas des 
modèles différentiels de bilan de population. Cet ensemble de coordonnées indépendantes est 
souvent mentionné dans la littérature de l’équation de bilan de population comme étant l'espace de 
phase de gouttes (particules). Une approche assez courante pour réduire la dimension de bilan de 
population est de faire la moyenne, par rapport à la coordonnée interne choisie, utilisant la méthode 
des moments décrite dans [57, 58, 70] et qui est considérée comme très attractive et facilement 
programmable, particulièrement pour le calcul des propriétés spécifiques moyennes de la 
population. Malheureusement, la méthode des moments n'est pas exempte de problèmes inhérents 
dus à la fermeture et à la complexité de reconstruction de la distribution [57]. Par conséquent 
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1.2. Revue des méthodes numériques disponibles 
Généralement, les méthodes numériques utilisées pour la solution de l’équation de bilan de 
population, sont groupées en trois catégories: méthodes stochastiques, d’ordre élevé et d'ordre zéro, 
qui sont décrites comme suit : 
1.2.1. Méthodes stochastiques 
 Les approches stochastiques, à la différence des méthodes des différences finies, sont des 
techniques conçues pour la simulation du comportement du système par la génération des nombres 
aléatoires utilisés pour l'identification des fonctions de probabilité, régissant un tel comportement 
[72]. Cette approche stochastique de simulation a l'avantage d'être capable de simuler l’équation de 
bilan de population multi-variables, en ce qui concerne la coordonnée interne quand les autres 
méthodes numériques deviennent extrêmement coûteuses. La présentation d’algorithmes 
actuellement utilisés pour la simulation stochastique de l’équation de bilan de population dans les 
réacteurs continus agités ainsi que de la simulation directe et les algorithmes d'écoulement de la 
masse, sont données dans [67]. 
1.2.2. Méthodes d’ordre élevé 
 La plupart des méthodes à ordre élevé essaient d’approximer la fonction de distribution par 
un ensemble de fonctions linéairement indépendantes d’ordre plus grand que zéro, par la méthode 
d'éléments finis. Dans [30], l’équation de bilan de population pour la coalescence de gouttes dans 
un réacteur continu agité a été résolue, utilisant la collocation orthogonale en éléments finis avec 
des polynômes cubiques, avec une définition logarithmique du diamètre de gouttes. 
 Dans [50], les auteurs ont résolu l’équation de bilan de population pour le réacteur continu 
agité en régime permanent en utilisant le couplage entre les méthodes de Galerkin et de collocation 
orthogonales en éléments finis avec des polynômes cubiques. En dépit de leur exactitude, 
l'inconvénient principal de ces méthodes est le calcul excessif imposé pour l’évaluation des 
intégrales doubles. Cette particularité a lieu quand les fonctions de rupture et de coalescence sont 
dépendantes d’une certaine propriété de l’intégrale liée à la population telle que le hold-up de la 
phase dispersée qui dépend du temps. 
 Dans [60], cette question a été abordée, en plus des difficultés liées aux singularités de la 
fonction à intégrer où des suggestions sont présentées pour lever ces dernières pour des fréquences 
spécifiques de coalescence. 
Dans [66], l’équation de bilan de population a été résolue pour le processus de cristallisation, en 
utilisant la méthode de Galerkin en éléments finis, qui est adaptée pour les tailles des gouttes et 
l’ordre élevé. 
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 L'inconvénient principal de cette méthode est la difficulté pour découpler le temps où les 
fréquences des phénomènes de coalescence et de rupture dépendent des variables elles mêmes 
dépendantes du temps, et par conséquent le coût en terme de temps de calcul informatique devient 
excessivement important, particulièrement quand plus d'une coordonnée dans l’équation de bilan de 
population est impliquée. Un examen étendu de ces méthodes a été rapporté dans [71,75]. 
1.2.3. Méthodes d'ordre zéro 
Les méthodes d'ordre zéro comme rapporté dans [73] sont celles concernées par une 
représentation de la distribution de population, après division de la taille de gouttes en un nombre 
fini de classes, par une valeur constante (polynôme d'ordre zéro) dans chaque classe. De cette façon 
l'équation originale intégro-différentielle partielle est transformée en système d’équations aux 


























CHAPITRE II    MODELISATION D'UN CONTACTEUR D’EXTRACTION LIQUIDE-LIQUIDE 









2.1. Introduction  
 La séparation des phases, est un problème majeur dans plusieurs industries, car la présence 
d'une phase dispersée peut produire l'érosion ou la dégradation des équipements. Les processus 
physiques de la séparation ne sont généralement pas complètement compris en raison de la 
complexité des phénomènes, différents acteurs impliqués, tels que, la coalescence et la rupture de la 
phase dispersée, résultant en un système complexe de phase polydispersée [74]. 
 Généralement, la modélisation des équipements de séparation telle que les contacteurs 
liquide-liquide, complètement agités et différentiels, est basée sur l’approche de bilan de population 
des particules qui est surtout utilisée pour décrire le comportement hydrodynamique complexe de la 
phase dispersée [75]. Ça complexité due aux phénomènes de rupture et de coalescence, qui résultent 
dans une population distribuée des particules, Dans ce cadre, il apparaît que dans [76, 77], les 
auteurs étaient parmi les premiers à introduire le modèle de l’équation de bilan de populations dans 
la modélisation de certains procèdes de génie chimique faisant intervenir une phase dispersée de tels 
processus incluent les opérations unitaires effectuées dans les réacteurs discontinus et continus 
agités, ainsi que dans des contacteurs différentiels tel que rapporté, par exemple, dans [78, 79] pour 
la cristallisation et dans [80, 81] pour les colonnes d'extraction liquide-liquide. 
 Le fonctionnement des contacteurs diphasiques est caractérisé par deux aspects 
fondamentaux  l’hydrodynamique et le transfert de matière [82].  
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 Dans le cas des opérations liquide-liquide à contre-courant, la modélisation de 
l’hydrodynamique est partie initialement d’une vision très simplifiée, selon laquelle la phase 
dispersée était considérée comme une pseudo-phase continue [76, 83, 84]. 
2.2.Modélisation d’un contacteur diphasique  
 
2.2.1. Généralités  
 Le fonctionnement d'une colonne d'extraction liquide-liquide mécaniquement agitée est 
principalement caractérisé par l'hydrodynamique et le transfert de matière. La figure 2.1 montre une 
représentation schématique d'une telle colonne d'extraction. Globalement, celle-ci peut être divisée 
en trois parties bien distinctes : la partie active où les phases sont mises en contact, et les deux zones 
de décantation, en haut et en bas de la colonne, où les phases se séparent. Le niveau de l'interface au 
niveau du décanteur supérieur est maintenu constant par ajustement du débit de soutirage Qs : 
 
Figure 2.1. Schéma général d'une colonne d'extraction liquide-liquide à contre-courant 
 La phase légère est la phase dispersée, la séparation des phases s’effectue dans un décanteur 
en tête et on suppose que le niveau de l’interface est maintenu à la hauteur  par ajustement du débit 
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de soutirage Qs. Ce type de fonctionnement est couramment réalisé dans nombreuses colonnes de 
laboratoire et industrielles. L’origine des côtes est placée au pied de la colonne et l’axe 
correspondant est orienté vers le haut. Ainsi, on admet, dans ce cas, que le débit de phase légère en 
tête ne contient aucune trace de la phase lourde. Donc la modélisation de la colonne est faite en 
décrivant son fonctionnement ente les côtes 0 et z [17, 18]. 
2.2.2. Développement du modèle continu  
Le caractère polydispersé de l’une des phases est représenté par une loi de distribution en 
volume, notée , , . L'intégration de cette distribution sur l'ensemble des tailles présentes 
conduit à la fraction de volume de colonne occupée par la phase dispersée à une côte  dans la 
colonne, c'est-à-dire la rétention  	, : 
	,    , , .                                                                                                          (2.1) 
 représentant le diamètre de goutte maximum observé dans la colonne. 
Le développement du modèle est basé sur les équations suivantes qui résultent d’un bilan 
matière partiel autour d’un volume élémentaire dans le corps de la colonne et font intervenir quatre 
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2.2.2.1.Bilan volumique sur la phase dispersée  










Figure 2.2. Bilan sur un volume de référence A.∆z  pour la phase dispersée 
Supposant  dans ce qui suit une phase dispersée ascendante (phase légère). Ainsi, pour des 
particules de taille   /2, pour un volume défini entre   ∆/2 et   ∆/2 les différents 
termes intervenant dans le bilan sont comme suit: 
Entrée  (E): 
. . .  !∆ "#  . $ . %% .  !∆ "#. 
 
Sortie (S): 
. . .  &∆ "#  . $ . %% .  &∆ "#. 
 
Production (G): 
. ∆. ' . . 
 
. . .  !∆ "# . $ . %% .  !∆ "# 
. $ . %% .  &∆ "# 
. . .  &∆ "# 
Sortie côte (  ∆ " 2 
. ∆.  %% .  
. ∆. '.  
 
Entrée côte (  ∆ " 2) 
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Accumulation (A): 
. ∆. ( %% . ). 
En écrivant que, *   ,   -   , et par passage à la limite, . / 0, le bilan volumique 
sur la phase dispersée pour des particules de tailles   /2 conduit donc à l’équation suivante 
%% , ,   %% 1, , , 2, , 3
 %% 4$ %% , , 5  6  789    :, , . 
                                                                                                                                                        (2.2) 
Les termes transitoires et convectifs compensent le terme de rétromélange (Back mixing) 
caractérisé par le coefficient de dispersion. L'alimentation en phase dispersée étant alors une source 
ponctuelle décrite par la fonction delta  de Dirac. Les processus de rupture et de coalescence des 
particules sont pris en considération dans le terme ', qui est donné par: 
', ,   ; <,  =, , . , , %  =, , , , 
 >2  ; ?@, # , , @>@
√#B
, , #># C #D# %@
 , , ; ?@, # , , @>@E
B !BB
 %@. 
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2.2.2.2.Bilan volumique sur la phase continue  
Les différents termes qui interviennent dans le bilan apparaissent sur la figure 2.3. 
 
 







Figure 2.3. Bilan sur un volume de référence A.∆z pour la phase continue 
Pour ce système, le sens de l’écoulement est opposé à celui de la phase dispersée, et il est 
nécessaire de tenir compte de ce facteur pour les termes dispersifs. Ainsi, pour un volume défini 
entre   ./2 et   ./2, l’établissement du bilan conduit aux termes suivants : 
Entrée (E): 
. 1  	 &∆ "#  . $G . %% 1  	 !∆ "#. 
Sortie (S): 
. 1  	. G !∆ "#  . $G . %% 1  	 !∆ "#. 
Accumulation (A): 
. ∆. ( %% 1  	). 
Comme précédemment, par passage à la limite, . / 0, le bilan volumique sur la phase 
continue conduit à l’équation différentielle suivante : 
. ∆.  %% 1  	 
. $G . %% 1  	 &∆ "# . $G . %% 1  	 !∆ "# 
. 1  	. G &∆ "# . $G . %% 1  	 &∆ "# 
Entrée côte (  ∆ " 2) 
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%% H11  	t, z3K  %% L11  	t, z3. G, M  %% 4$G %% 11  	t, z35  6G    G. 
                                                                                                                                                        (2.4) 










Figure 2.4. Bilan matière sur un volume de référence A.∆z  pour la phase dispersée  
Pour un volume défini entre   ∆/2 et   ∆/2 les différents termes intervenant dans le 
bilan matière sont comme suit: 
Entrée  (E): 




. . .  &∆ "#  . $ . %% .  &∆ "#. 
 
Production (G): 
. ∆. '.   P. . 
. $ . %% . . O !∆ "# . . .  . O !∆ "# 
. . .  . O &∆ "# . $ . %% . . O &∆ "# 
Sortie côte (  ∆ " 2 
. ∆.  %% . . O 
. ∆. ' .   P.  
 
Entrée côte (  ∆ " 2) 
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Accumulation (A): 
. ∆. ( %% . . O). 
Le bilan matière sur la phase dispersée pour des particules de tailles   /2 conduit donc 
à l’équation suivante: 
%% , , . . O, ,   %% 1, , , 2, , . O, , 3
 %% C$ %% , , . O, ,  D  P, , .   ', , . . 
                                                                                                                                                        (2.5)                                      
2.2.2.4.Bilan matière sur la phase continue  
Les différents termes qui interviennent dans le bilan matière sur la phase continue 













Figure 2.5. Bilan matière sur un volume de référence A.∆z pour la phase continue 
. ∆. ( %% 1  	. Q) 
. ∆. ; P.   
. $G . %% 1  	. Q !∆ "# . 1  	. G . Q !∆ "# 
. 1  	. G . Q &∆ "# . $G . %% 1  	. Q &∆ "# 
Entrée côte (  ∆ " 2) 
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Pour un volume défini entre   ./2 et   ./2, l’établissement du bilan conduit aux 
termes suivants : 
Entrée  (E): 
. 1  	. G . Q &∆ "#  . $G . %% 1  	. Q !∆ "#. 
Sortie (S): 
. 1  	. G . Q !∆ "#  . $G . %% 1  	. Q !∆ "#. 
Production par transfert (G): 
 . ∆.  P.  . 
Accumulation (A): 
. ∆. ( %% 1  	. Q). 
Comme précédemment, par passage à la limite, . / 0, le bilan matière sur la phase 
continue conduit à l’équation différentielle suivante: 
%% H11  	3. QK  %% L11  	3. Q. G, , QM
 %% 4$G %% 1  	, . Q5  6G    G. 
                                                                                                                                             (2.6) 
2.2.2.5.Les conditions aux limites et initiales 
Les équations différentielles établies ci-dessus permettent une description physique du 
contacteur. A ces équations différentielles sont associées des conditions aux limites qui sont 
définies pour quatre zones particulières de la colonne : les deux étages d’alimentations (pour la 
phase continue et la phase dispersée), l’étage de pied et l’étage de tête et qui sont exprimées comme 
suit : 
- Pour la phase dispersée : 
RRS   RR .   RR L$ RR M  ,.                                                                                             (2.7) 
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Avec le terme source  
,  ,T  ,U  ,V . 
Pour tout t W 0  X  Y 0  
• Condition en pied de la colonne (côte 0) :   0 : &.   $ . RZR  0.                                                                                                                       (2.8a) 
Avec  &  max , 0 
• Condition en tête de la colonne (côte ^) :    ^ $ . RZR  0.                                                                                                                                     (2.8b) 
• La condition initiale  
A   0 : 0, ,   ,     Pour   Y 0 ^,  Y 0                                                                 (2.8c)                        
Dans ce cas nous considérons au départ que la colonne ne contient que la phase continue 
d’où ,   0 
• Condition à l’alimentation de la phase dispersée : ,T,   _a` . T  .                                                                                                  (2 .8d) 
Avec      T%  1  
- Pour la phase continue : 
Posons :  	,   b,   1, RRS b  RR Gb  RR L$G. RR bM  _ca   G.                                                                        (2.9)  
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Dans l’équation  	,    , , %,                                                                                                      (2.11a) 
, , , 	  G1  	  :c,ijk@!lS, .                                                                                        (2.11b) 
Avec: 
G,mno  6G . 
De plus à la formulation initialement adoptée dans [83], ces équations sont écrites en terme 
de bilan volumique, complété par un terme d'alimentation en solvant qui est représenté comme une 
source ponctuelle décrite par la fonction delta (δ) de Dirac. 
L'alimentation de la phase dispersée se fait avec une distribution en taille qui simule 
l'existence d'un distributeur. 
Chacune de ces équations comprend une contribution dispersive, représentant le mélange 
axial et une contribution convective. Pour la phase dispersée, cela permet ainsi de tenir compte 
explicitement d’une part, du mélange en avant dû à la différence des vitesses de déplacement des 
gouttes de différentes tailles et d’autre part, du mélange en retour lié à l’agitation du milieu. 
Les phénomènes de rupture et de coalescence des gouttes sont pris en compte dans le terme ' appelé terme de génération ou de production d’aire d’échange. 
L'établissement des équations du modèle mathématique détaillé nécessite une discrétisation 
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2.2.3. Modélisation de l’hydrodynamique  
Pour la simulation des colonnes d’extraction liquide-liquide, la modélisation de 
l’hydrodynamique est essentielle. Différentes lois, plus ou moins empiriques, qui permettent de 
décrire le comportement de chacune des phases, sont présentées. Pour la phase continue, la 
représentation repose sur l’évaluation du coefficient de dispersion axiale. Par contre, les 
phénomènes relatifs à la phase dispersée sont à la fois plus nombreux et plus complexes. 
La prédiction de la distribution des tailles des gouttes est un élément clé, qui détermine 
entièrement la rétention (hold-up), le temps de séjour moyen ainsi que le comportement à 
l’engorgement. De plus, elle est intimement liée à la description du transfert de matière entre les 
phases puisqu’elle conditionne l’aire interfaciale et joue donc un rôle prépondérant sur la cinétique 
de transfert. Inversement, le sens et l’intensité du transfert peuvent affecter considérablement le 
comportement de la population de gouttes, ce qui peut se traduire par une diminution non 
négligeable de l’efficacité globale de la colonne [74]. 
2.2.3.1.Les paramètres hydrodynamiques 
Vitesse des gouttes : Comme mentionné auparavant, l’établissement de notre modèle fait 
intervenir une relation cinématique entre les vitesses absolues de chaque phase où apparaît un terme 
représentant une vitesse de glissement. Celui-ci est généralement dérivé de la vitesse limite 
d’ascension d’une goutte unique dans un milieu infini stagnant. Cette vitesse est fonction de la taille 
des gouttes et des propriétés physicochimiques du système. Mais, dans une colonne agitée munie 
d’un garnissage, la trajectoire d’une goutte n’est pas rectiligne et peut être affectée par diverses 
conditions extérieures (turbulence, recirculation, interactions avec les parois, obstacles ou autres 
gouttes, etc.). 
La vitesse effective résulte alors d’un modèle de vitesse de goutte unique en milieu stagnant 
que l’on corrige pour tenir compte de la présence de l’ensemble de la phase dispersée, de l’agitation 
et de la géométrie de la colonne. La figure 2.6 montre l’évolution de la vitesse d’une goutte unique 
en milieu stagnant en fonction de son diamètre. 
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Figure 2.6. Vitesse d’une goutte unique [74]. 
Trois différents régimes peuvent être constatés dont les limites ne sont pas toujours 
clairement définies. Formellement, la vitesse terminale de déplacement est donnée par l’expression 
suivante: 
p  qr . =. ∆ssc . tu. vwtu.                                                                                                                (2.12) 
Cette relation résulte d’un bilan des forces s’exerçant sur la goutte : équilibre entre force de 
pesanteur et force de traînée. L’application de ce type de relation requiert la connaissance du 
coefficient de traînée vw qui est fonction du nombre de Reynolds, ramené à la goutte comme montré 
par la figure suivante : 
 












vitesse vT t 
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Pour le premier régime, les gouttes sont assimilées à des particules solides sphériques. Cette 
situation correspond à de faibles nombres de Reynolds (écoulements rampants). Pour des valeurs 
supérieures, un mouvement de surface et une recirculation interne commencent à se développer, 
dues aux contraintes visqueuses (régime II). La résistance à l’ascension tend donc à diminuer 
puisque la goutte, tout en restant sphérique, roule quasiment dans la phase qui l’entoure. C’est au 
régime III que le comportement de la goutte s’écarte brusquement du modèle de la goutte sphérique. 
Cette différence intervient d’autant plus tôt que la tension interfaciale est faible. A cet instant, la 
goutte perd sa stabilité de forme et commence à s’aplatir puis finalement à osciller, du fait que la 
tension interfaciale ne compense plus les forces extérieures auxquelles elle est soumise. La vitesse 
d’ascension diminue à cause de la perte de forme et finit par atteindre une valeur constante, même 
pour des diamètres croissant jusqu’à ce que la goutte casse [74]. 
La détermination du coefficient de traînée vw pour les gouttes rigides ne représente pas  un 
problème majeur. Par contre, ce n’est plus le cas pour les gouttes avec circulation interne. Dans le 
cadre de notre étude, le calcul de la vitesse terminale est basé sur une des corrélations rapportées 
dans [88], selon la valeur du nombre adimensionnel de Morton joue un rôle prépondérant. Comme 
mentionné auparavant, les différents effets qui perturbent la montée d’une goutte isolée, sont surtout 
provoqués par la présence dans la colonne, du garnissage, des parois, des autres gouttes ou encore 
d’un système d’agitation. 
Pour les colonnes pulsées à plateaux perforés, il a été démontré expérimentalement dans 
[88] que les effets de la pulsation pouvaient diminuer la vitesse d’une goutte unique d’environ 10%, 
pour les grands diamètres. Pour ce type de technologie, une autre source de ralentissement est la 
présence des plateaux perforés qui représentent un obstacle au passage des gouttes. Ce 
ralentissement est notamment lié à l’intensité d’agitation et au rapport du diamètre des gouttes par 
rapport à celui des perforations. Dans [87], il a été montré que la diminution engendrée peut 
atteindre 20% de la valeur de la vitesse, sans garnissage. 
Pour les colonnes à disques et couronnes, on observe également de tels phénomènes, mais 
avec une plus grande ampleur, comme rapporté dans l’étude complète de [86]. Cet auteur a montré 
que la diminution est, dans ce type de géométrie, beaucoup plus accentuée puisqu’il n’est pas rare 
d’observer des diminutions de l’ordre de 40% à 50% par rapport à la vitesse sans garnissage. Ce 
dernier empêcherait la goutte d’avoir une trajectoire rectiligne (figure 2.8). Globalement, le 
ralentissement augmente avec la taille de la goutte et diminue avec l’intensité d’agitation. 
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Figure 2.8.  Exemple de trajectoire simulée (Bardin, 1998) [74]. 
Dans le cadre de notre modèle, tous ces effets sont rassemblés dans un coefficient de 
ralentissement x: qui permet d’intégrer de façon simple l’ensemble de ces phénomènes. Il en 
résulte une expression de la vitesse d’une goutte unique dans une colonne : 
yz  x:. p .                                                                                                                                (2.13) 
Pour prendre en considération l’influence de la présence d’autres gouttes, il existe des 
corrélations dont une liste est donnée dans [86]. Dans le cadre de notre étude, nous avons adopté 
l’expression rapportée dans [84] qui s’est avérée tout à fait satisfaisante pour de nombreux 
fonctionnements dans diverses colonnes et qui est exprimée comme suit: 
y  1  	.                                                                                                                            (2.14) 
Où  est une vitesse caractéristique qui dépend des conditions opératoires, des propriétés 
physico-chimiques du système et des obstacles dans la colonne. Nous avons identifié cette vitesse à 
la vitesse d’ascension yz définie dans l’équation (2.11), pour retenir l’expression suivante : 
y  x:. p1  	.                                                                                                                      (2.15) 
Le terme 1  	 revient à diminuer l’effet de la poussée d’Archimède qui s’exerce sur la 
goutte. 
 
CHAPITRE II    MODELISATION D'UN CONTACTEUR D’EXTRACTION LIQUIDE-LIQUIDE 
- 23 - 
 
Le calcul de x:  dépend aussi du type de colonnes comme suit : 
- Pour la colonne RDC, une corrélation tirée de la littérature et rapportée dans [87], est proposée et 
exprimée comme suit : 
x:  1  1.037 1Pr$}~3.@#  0.62 L !M.qq.                                                                (2.16) 
Avec P la vitesse du rotor, $ et $}, sont respectivement, les diamètres du stator et du rotor. 
Le coefficient de dispersion axiale : La notion de dispersion axiale prend en considération le fait 
qu’un écoulement réel s’écarte de l’écoulement piston (idéal). Ce phénomène est essentiellement dû 
à l’agitation  mécanique du contacteur. Le coefficient de dispersion axiale permet de décrire le 
rétromélange et pour la phase continue, il est exprimé comme suit : 
$,GG^  0.42  0.29. CGD  v@ CP$}G D  13.383.18  P$}G  C
G$}GG D . C$$}D.@ . C$^GD.@ . X. 
                                                                                                                                                      (2.17) 
L’importance du coefficient de dispersion axiale pour la phase dispersée est beaucoup plus 
limitée, voire quasiment nulle, puisque dans ce cas, c’est le mélange en avant, dû à la différence des 
vitesses d’ascension des gouttes de différentes tailles, qui joue un rôle prépondérant. Il est exprimé 
comme suit : 
$,^  0.7  0.02. CP$}p D. 
                                                                                                                                                    (2.18) 
Transport des gouttes : les vitesses des deux phases sont liées au modèle des deux couches 
qui sont exprimées comme suit [86]: 
, , , 	  y, , , 	  G, , , 	.                                                                              (2.19) 
Avec G la vitesse de la phase continue,  la vitesse de la phase dispersée et y la vitesse 
relative d'une goutte de diamètre d par rapport à la phase continue environnante. Afin de calculer , , , 	, il convient de trouver une expression pour la vitesse de la phase continue. 
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On décrit l’hydrodynamique de la colonne en utilisant le modèle Piston – diffusion [91]. 
Le débit de la phase continue à travers une section droite de la colonne s’exprime selon 
l’expression suivante:  
6G  . G1  	  . $G. RR 1  	.                                                             (2.20) 
D’où : 
G,   6V1  	  $G 11  	 %	% . 
                                                                                                                                                      (2.21) 
2.2.4. Les termes de production d’aire d’échange 
Le terme de production '  qui intervient dans l’équation du bilan volumique de la phase 
dispersée et qui est une fonction de la hauteur dans la colonne et de la discrétisation du spectre de 
taille de gouttes, représente les effets relatifs à la rupture et à la coalescence des gouttes. C’est un 
paramètre crucial, car de son estimation dépendent la production d’aire d’échange et le mélange en 
avant de la phase dispersée.  
Comme mentionné auparavant, chaque nombre de gouttes dans une classe peut augmenter 
ou diminuer par rupture et coalescence. En pratique, ce terme de génération est dissocié en deux 
contributions, l’une reflétant les effets de la rupture et l’autre ceux de la coalescence, soit : 
'  }  V .                                                                                                                                                            (2.22) 
Chacun de ces deux termes résultent eux-mêmes de deux contributions : chaque classe de 
gouttes peut gagner de volume par rupture de gouttes de plus grandes tailles ou par coalescence des 
plus petites. Inversement, elle peut perdre de volume par rupture ou par coalescence avec n’importe 
quelle autre classe. Globalement, la rupture est entièrement décrite par un taux de rupture et par une 
distribution de gouttes-filles. Ces deux paramètres sont en général exprimés en fonction d’un 
nombre de Weber particulaire qui dépend fortement de la tension interfaciale. La coalescence entre 
les gouttes est également décrite par un taux de coalescence qui résulte du produit d’une fréquence 
de collision et d’un facteur d’efficacité qui définit la probabilité de coalescence entre deux gouttes. 
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2.2.4.1.Discrétisation par rapport à la taille des gouttes  
Une simulation impliquant des gouttes dont les tailles sont comprises entre 89 et  qui 
représentent les limites des gouttes observables dans la colonne, est généralement confrontée au 
problème de la manière de discrétisation de cet intervalle pour décrire au mieux la population de 
goutte. A cet effet, on peut choisir d’utiliser des suites arithmétiques, géométriques etc. Dans ce 
travail, l’approche arithmétique a été adoptée et généralement, elle donne de bons résultats. A ce 
stade, la population de gouttes est entièrement définie et l’étude des mécanismes fondamentaux, 
peut être abordée. 
2.2.4.2.Rupture des gouttes  
La rupture d’une goutte se produit lorsque la tension interfaciale ne permet plus de 
compenser les forces extérieures auxquelles la goutte est soumise. Pour les colonnes à plateaux 
perforés, diverses études expérimentales montrent que la rupture se produit au voisinage des 
plateaux qui constituent un obstacle à l’écoulement [92-94]. 
De plus, elle diffère selon que la goutte arrive au plateau au point mort de la pulsation ou à 
vitesse de pulsation maximale. Deux mécanismes de rupture peuvent intervenir : 
• les tourbillons générés par la pulsation peuvent casser les grosses gouttes avant qu’elles ne passent 
à travers le plateau ; 
• la déformation due à leur passage au travers des perforations conduit à la rupture. 
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Figure 2.9. Comportement des gouttes au voisinage d’un plateau [74]. 
Dans [88] une étude des phénomènes de rupture au voisinage des plateaux a établi que le 
comportement des gouttes peut être entièrement décrit par un diagramme du type de celui décrit sur 
la figure 2.9. On y distingue trois domaines principaux : 
• A : aucune rupture des gouttes (gouttes de petits diamètres) ; 
• B : toutes les gouttes se cassent (grands diamètres de gouttes par rapport au diamètre des 
perforations) ; 
• C : les gouttes ne traversent pas le plateau (faible intensité d’agitation, grands diamètres 
de gouttes par rapport au diamètre des perforations, systèmes à haute tension interfaciale). 
Dans les domaines intermédiaires, le comportement des gouttes ne peut être décrit que par 
une probabilité de rupture représentant le nombre de gouttes qui se cassent sur le nombre initial de 
gouttes. Par ailleurs, ce diagramme fait apparaître deux lignes caractéristiques. La première, notée @ définit le diamètre de goutte au-delà duquel toutes les gouttes se cassent, alors que mS définit 
le diamètre en dessous duquel aucune rupture ne se produit. 
Des mécanismes différents de rupture existent et dépendent fortement des géométries. 
B : rupture totale 
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Par exemple, dans la colonne RDC le procédé de rupture se produit seulement près du 
disque du rotor. La probabilité de rupture des gouttes est supposée homogène en chaque 
compartiment de la colonne et donc une approche locale est employée, prouvant que le mécanisme 
entier de la probabilité de rupture peut être décrit avec un nombre de Weber modifié. Ainsi, le 
diamètre de Sauter pour le mécanisme de rupture, comme décrit ci-dessus, peut être corrélé avec un 
nombre de Weber modifié. 
Pour la colonne RDC la prédiction de la probabilité de rupture des gouttes 7  et la 
fréquence =,  sont calculées avec les corrélations rapportées dans [21, 95] et recommandées par 
Modes [29] : 
o @!o  1.2. 10!WX#..                                                                                                              (2.23) 
L'idée est de corréler la probabilité de rupture avec un nombre de Weber modifié, qui 
représente le rapport de l'énergie fournie à celle extérieure d'une gouttelette. La fréquence de 
rupture dépend alors du temps de séjour des gouttes : 
=,   7, ^V .                                                                                                                                                                          (2.24) 
Où le rapport ,  ^V⁄  représente l’inverse du temps de séjour moyen d’une goutte de 
diamètre d dans un compartiment de la colonne, délimité par deux plateaux successifs. Cette 
expression revient à moyenner la rupture sur un volume de référence qui est le volume réel d’un 
compartiment de la colonne. 
Avec : 
X  G.G.#$}@.@.  Gy8S@.  . 
                                                                                                                                                                           (2.25) 
  2P. 
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Pour le système toluène/eau : 
Gy8S  21.148LscB M L M!..                                                                                                                        (2.26) 
La distribution des tailles des gouttes filles est donnée par une fonction de distribution bêta, 
basée sur le diamètre de gouttelette mère  : 
<,   3OO  1 L1  BBM!# .                                                                                  (2.27) 
Avec O est le nombre moyen des gouttes filles donnés par : 
O  2  0.17 L c ¡¢M  1£@.r.                                                                                                             (2.28) 
Le diamètre critique à partir duquel les gouttes commencent à se casser est : 
Gy8S  1.23 $}X!.~.                                                                                                                             (2.29) 
2.2.4.3.Coalescence des gouttes  
La coalescence  entre les  gouttes est un phénomène extrêmement complexe et sa 
modélisation complète reste non complètement maitrisée. Pour sa description, nous nous sommes 
appuyés sur les travaux de [88] où il est proposé de décomposer le processus de coalescence en 
deux phases successives. Pour ce processus l’hydrodynamique, les propriétés physico-chimiques 
des interfaces du système, l’intensité du choc et la durée de mise en contact sont les paramètres 
principaux. On a supposé que la coalescence se produit quand l’épaisseur du film entre deux gouttes 
atteint une valeur critique ¤G peut être exprimé comme suit : 
¤G  4xX¥ 16¦ 51 3¦ ,                                                                                                                        (2 .30) 
§¨  2 tut&u.                                                                                                                                         (2 .31) 
Généralement le processus de coalescence est décrit par le taux de coalescence de gouttes 
qui est le produit de la fréquence de collision ¤@, #, et l’efficacité de coalescence ©@, #,  
entre deux gouttes du diamètre @ et #. Cependant, la détermination de ce taux de coalescence 
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(paire de goutte) demeure un phénomène extrêmement complexe et son modélisation n’est pas 
entièrement maitrisable. 
De la littérature  [8, 74, 98], des expressions pour ¤@, #, et ©@, #   peuvent être 
dérivées pour la colonne RDC, respectivement, comme suit: 
- Pour la fréquence de collision: 
¤@, #  ª@ «t B⁄@&V¬l @  # r⁄ .                                                                                           (2.32) 
- Pour l'efficacité de coalescence: 
©@, #  XO7 Cªq ­`sct/u«u/B®¯tt/ t&ut/BB/u@&V¬l°c ¡¢ D.                                                           (2.33)  
La puissance de dissipation par unité de masse ε est un paramètre qui peut être expliqué par 
l'effet de l'agitation externe dans la colonne d'extraction liquide-liquide. Elle est exprimée en termes 
comme rapport de la puissance fournie P et de l'agitateur comme suit : 
±   ²   G>G⁄⁄  4 1$G# G^G3.⁄                                                                                        (2.34) 
Où  peut être calculé à partir de l'expression suivante : 
  Po$}~G .                                                                                                                               (2.35) 
Avec P7 est le nombre de puissance pour la colonne RDC comme suit [95] : 
PZ  V}§  ª ³@&@.#}§u@&r.#}§u´B .                                                                           (2.36) 
 
Avec:  ª~  109.4, ª  0.74, ²#  0.72, ²r  3,30. 
Finalement, dans ce chapitre, les aspects relatifs à l’hydrodynamique d’une colonne  liquide-
liquide sont présentés. La phase dispersée est décrite par un bilan de population de gouttes, 
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3.1. Introduction  
Le caractère polydispersé d’une population donnée de gouttes turbulentes dans les 
équipements des contacteurs liquide-liquide agités, rend toute modélisation mathématique de ces 
systèmes assez complexe.  
 Généralement, cette polydispersion est modélisée comme une population des gouttes 
aléatoirement distribuées, en ce qui concerne certaines propriétés internes, utilisant l’équation de 
bilan de population. 
Cependant, la solution de ce modèle mathématique est difficile à obtenir analytiquement, 
et par conséquent des méthodes numériques doivent être utilisées. Ceci est surtout dû aux non-
linéarités induites dans les termes convectifs et diffusifs ainsi qu’à la présence de plusieurs 
intégrales dans le terme source. 
Dans ce travail deux méthodes conservatrices de  discrétisation  pour les variables 
internes (état des gouttes) et externe  (spatiales), sont utilisées pour résoudre l'équation de bilan 
de population décrivant l'hydrodynamique des contacteurs diphasiques d’extractions  liquide-
liquide à contre courant. 
Pour la variable interne et contrairement à la technique de discrétisation utilisée  dans 
[85] pour la solution de l’équation du bilan de population dans une colonne pulsée, la méthode 
de Galerkin décrite dans [26], est adoptée pour le contacteur à disque rotatif. 
Pour la distribution spatiale de la population des gouttes, le système d’équations aux 
dérivées partielles résultant dans sa forme conservatif est discrétisé spatialement en utilisant une 
méthode des volumes finis à pas avancé. 
Finalement la discrétisation temporelle est performée en utilisant une approche implicite 
fortement stable qui est formulée en tenant compte de la forte non linéarité des termes convectifs 
et de source. 
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3.2. Discrétisation du modèle 
Les équations intégro-differentielles (sont discrétisées par rapport aux diamètres des 
gouttes (variables internes) en utilisant la méthode de Galerkin et par rapport à la hauteur de la 
colonne (variable externe) par la méthode des volumes finis. A titre de rappel, elles sont 
exprimées comme suit : 
,    	, 
, 
.                                                                                                     (3.1)  	   
, 	     	   
    
, 	,  ,    	!
, 	. 
                                                                                                                                                    (3.2)     
, 
      "
    
, 	,  ,    #$
, 	, . 
                                                                                                                                                    (3.3)       
       %1    '  '     
 ( 
, 	,  ,  
.  
                                                                                                                                                    (3.4) 
Les processus de rupture et de coalescence des gouttes sont pris en considération dans le 
terme 	!.   et  sont respectivement, les vitesses de la phase continue et la phase dispersée.  , , et % sont respectivement, les coefficients de dispersion de la phase continue, la phase 
dispersée, et la coefficient de diffusion moléculaire.  et  sont, respectivement, les flux des phases continue et dispersée.  est la section de la colonne  est la fonction delta de Dirac.  est la distribution de l’alimentation de la phase dispersée.   " et ' sont, respectivement, les fractions molaires aux alimentations des phases continue et 
dispersée.  est le terme de transfert de masse entre les deux phases. #$ est le terme de génération    et   sont, respectivement, distribution en masse des phases continue et dispersée.  
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Où    	!. " et    1  . '. 
Avec les conditions aux limites qui sont aussi données dans le chapitre précédent. 
- Rupture et coalescence 
Le terme de génération, prend en compte les effets de la rupture des gouttes et de la 
coalescence. Chaque classe de gouttes peut gagner ou perdre une  masse, en raison de la rupture 
et la coalescence. Ainsi ce terme peut être écrit génération en deux contributions #$* et #$+ . 
Pour quelques gouttes de diamètre compris entre 
 , -.  à hauteur de la colonne à l'instant , la perte de masse se produit par la rupture de cette goutte et le gain provient de la rupture des 
gouttes supérieures. Le terme de génération de surface d'échange par rapport à la rupture est 






                                                               (3.5) 





                                                                                            (3.6) 
Où 1 est le taux de rupture de gouttes. 




  23, 
. 13.  3. 3                                                               (3.7) 
Où 23, 
 est la distribution de gouttes-filles 
Globalement, la rupture est entièrement décrite par un taux de rupture et par une 
distribution de gouttes-filles. Ces deux paramètres sont en général exprimés en fonction d’un 
nombre de Weber particulaire qui dépend fortement de la tension interfaciale σ.  
La coalescence entre les gouttes est également décrite par un taux de coalescence qui 
résulte du produit d’une fréquence de collision et d’un facteur d’efficacité qui définit la 
probabilité de coalescence entre deux gouttes. 
Comme pour le terme de rupture, le phénomène de coalescence résultat deux 
contributions #$+
, 	,   #$+/
, 	,   #$+0
, 	, .                                                                (3.8) 
La perte de gouttes dues à la coalescence entre deux gouttes de diamètre entre 
5 , -6.  
avec des gouttes de diamètre entre 
. , -7.   provoque des pertes de masse dans ces deux classes, 






, 3 . 933.                                                           (3.9) 
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Le gain de masse due à le gain de gouttes de  diamètre entre  
 , -.  est donnée par : 
:, 
















                                                                                                                                      (3.10) 8
, 3  ?
, 3@
, 3.                                                                                                         (3.11) 
Avec ? est l’efficacité de collision qui définit la probabilité de coalescence entre deux 
gouttes, et @ la fréquence de collision. 
Les vitesses des deux phases sont reliées par une relation cinématique 
,   A
,    
, .                                                                                             (3.12) 
Où Aest la vitesse relative d’une goutte de diamètre 
,   la vitesse de la phase continue 
et   la vitesse de la phase dispersée. 
- Transfert de matière 
Le transfert de matière entre la phase continue et les gouttes de diamètre d est décrit par 
le terme . Et  
, 	, ,   
 représente le flux de transfert de matière entre la phase 
continue vers la phase dispersée. 

, 	,  ,    B 
 CD E'  F "
G.                                                                        (3.13) 
3.2.1. Discrétisation par rapport à la variable interne  
Cette partie représente l’application de la méthode de Galerkin pour la simulation de 
l’hydrodynamique et le transfert de matière pour les contacteurs d’extraction liquide-liquide 
agités. 
Le premier pas du traitement numérique de l’équation (3.2), est la discrétisation par 
rapport au diamètre 
 de la goutte. Afin d’obtenir un nombre fini d’équations, la méthode de 
Galerkin est utilisée : soit H
I|KL  0,…BOKK les diamètres discrets avec 0  
 P 
5 P Q P
R  
%ST. Une approximation de la distribution des tailles des gouttes par une fonction 
constante par morceau est appliquée comme suit: 
	, , 
 U VI, WI
RIX5 . 
                                                                                                                                                  (3.14) 
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Avec  I,  dépendant de la hauteur de la colonne  et du temps et WI





  0. La fraction volumique ϕI,  des gouttes de 
diamètre d appartenant à <
I05, 
I=est donnée par: 
YI,   I, . 
I  




                                                                                                                                                  (3.15) 
En combinant (3.14) et (3.16), on obtient la relation suivante entre les fonctions YI, ,et I,  suivante: 
YI,   	, . ∆
I.                                                                                                           (3.16) 
L’application de la méthode de Galerkin consiste à l’insertion des relations (3.14) et 
(3.16) dans (3.2), la multiplication avec la fonction de base W
 et l’intégration de l’équation 
qui en résulte sur tout l’intervalle des diamètres <0, 
%ST=. Ceci donne finalement un système de 
K équations différentielles pour la fonction YI, :  YI   E,IYIG   ,ST YI   E  ,G   :IY5, … , YI. 
                                                                                                                                                  (3.17) 
Pour plus de précision, le résultat est un système couplé par des équations de convection 
et diffusion dans une forme conservative avec un terme de source non linéaire. Cette loi 
conservative est couplée avec YI , et le terme de couplage Sk. Comme résultat, les intégrales dans 
les  termes de source de l’équation intégro- différentielle (3.2) sont transformées en sommations, 
comme suit: 




X5 Y. Y^ V]I0
R
X5 Y. YI. 
                                                                                                                                                  (3.18) 
Ici W/, W0, ]/ et ]0 sont les intégrales d’interactions, qui ont été résolues numériquement, 
en utilisant la quadrature de  Gauss. Les expressions pour  W et ] sont données comme suit : 
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WI/  1Δ




















                                                                                                                                                (3.19b) 
]I^/  1∆
^ . ∆



























                                                                                                                                                (3.19d) 
De la même manière nous pouvons exprimer le transfert de matière selon le système 
d'équations suivant 
, , 
 U VlI, WI
RIX5 , 
                                                                                                                                                  (3.20) 
mI,   lI, . 
I  




                                                                                                                                                  (3.21)  mI   ImI   I  mI  :Im5, … , mI, 
                                                                                                                                                  (3.22) 
 
             %1    n' V:oI/   :oI/ mI  :p.
R
IX5  
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3.2.2. Discrétisation par rapport à la variable externe 
Afin de discrétiser l’équation de transport (3.17), la colonne est décomposée en L cellules 
qui correspondent à des volumes finis de longueur ∆  q r⁄  chacune.  Le point du milieux de la 
lième cellule de contrôle est défini par s  t  1 2. ∆⁄  (pour t   1, … . , r. Ces cellules de 
contrôles sont localisées parsu5 .⁄ . En se référant à la figure 3.1, l’intégration à travers la lième 
cellule et l’intervalle de temps <, /5= donne l'expression suivante: 





















Figure 3.1. Volume de contrôle pour la méthode des volumes finis 
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3.2.2.1.Discrétisation des flux dispersif et  des termes de sources  
Flux dispersif: 
(  YI 
vwx6
vw
ys/67 K  
 U ∆.  s/67 . 1∆ EYI,s/5/5  YI,s/5G. 
                                                                                                                                                  (3.25) 
(  YI1  Y
vwx6
vw
ys/67 K  
 U ∆.  s/67 . 12 e YI,s
1  Ys  YI,s/5
1  Ys/5 k 1∆ EYI,s/5/5  YI,s/5G. 
                                                                                                                                                  (3.26) 





E  ,G. {|,I

  }Δ  . Y|,I ~ s  s067, s/67 .0 ~ K 
                                                                                                                                                  (3.27) 













X5 Y^s . 
                                                                                                                                                  (3.28) 
3.2.2.2. Discrétisation du flux convectif  
KIYI|zs/67  I,s/ YI,s  I,s0 YI,s/5. 
Où: I,s/  F"Is, 0, I,s0  FIs, 0  I,z  Is, Ys. 
Donc 
IYI ys/67s067 K  U I,s05/ YI,s05/5  EI,s/  I,s0 GYI,s  I,s050 YI,s/5/5 . 
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3.2.3. Ecriture matricielle du système linéaire  










Figure 3.2. Système linéaire à matrice dominante 
Avec les termes du système à résoudre qui s’écrivent comme suit : 
Fs,s  1  ∆v∆z EI,s/  I,s0 G  ∆v∆z7 ,s067  ,s/67  ∆E:*,I0  ∑ :+,I^0 . Y^sI^X5 G,                 (3.30) Fs,s/5   ∆v∆z7 . ,s/67  ∆v∆z I,s/50 ,                                                                                           (3.31) Fs,s05   ∆v∆z7 . ,s067  ∆v∆z I,s05/ ,                                                                                           (3.32) ls  YI,s  ∆v∆z   ∆ :*,I/ Y  :+,I/ Y.                                                             (3.33) 
Avec     le terme de dispersion qui est explicit et non linéaire. 
Les distributions initiales de la phase dispersée et le diamètre de Sauter sont données en 
annexe 1et 2 respectivement. 
3.3. Algorithme de calcul  
L’écriture matricielle donne une matrice à diagonale dominante et pour cela nous 
utilisons la méthode d’élimination de Gauss qui s’avère très efficace pour ce genre de système. 
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Lecteur des données du modèle 
Lecteur des paramètres du modèle 
Evaluation des constantes du modèle 
Détermination des conditions initiales de la colonne 
t = 0 
 
Calcul de tous les termes de Source 
Résolution des systèmes d’équations 





Impression des résultats 
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3.4. Résultats de la modélisation des colonnes d’extraction liquide-liquide 
Cette partie traite la validation du modèle de la probabilité de rupture en comparant les 
résultats issus du couplage entre la méthode de Galerkin et des volumes finis, avec les valeurs 
expérimentales et ce à différentes vitesses de rotation du rotor et différents taux de solvant dans 
la colonne RDC [23]. 
Ce travail considère la simulation de l’hydrodynamique et le transfert de matière. Les 
propriétés physiques de l'eau, et du toluène sont données dans le tableau 3.2 avec l'eau comme 
phase continue et le toluène  comme phase dispersée. Les conditions de fonctionnement et les 
dimensions de  la  colonne sont  présentées dans le tableau 3.1.  
Le procédé de validation a été suivi par l'étude de l'influence des conditions de 
fonctionnement telles que le taux de solvant ou l'intensité de l'agitation sur les paramètres 
hydrodynamiques et le transfert de matière tels que le hold-up et le diamètre de Sauter. 
Tableau 3.1. Caractéristiques de la colonne RDC et conditions opératoires 
Diamètre de la colonne, mm 150 
Hauteur des compartiments, mm 30 
Partie active, mm 1740 
Diamètre de la turbine, mm                  90 
Vitesse du rotor tr/min 300 
Energie de dissipation, W/kg 0.0788 
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3.4.1. Simulation en régime permanent 
3.4.1.1. Etude sans transfert 
L’objet de ce paragraphe est avant tout de déterminer l’influence des conditions 
opératoires (débits d’alimentation, intensité d’agitation) sur l’hydrodynamique. Nous avons donc 
procédé à la simulation du fonctionnement d’une colonne mettant en contact une phase aqueuse 
lourde (composée d’eau pure) et une phase dispersée composée de toluène pur. On examine dans 
ce paragraphe l’influence du taux de solvant et de l’intensité d’agitation. 
A. Influence du taux de solvant 
Dans les figures 3.4 et 3.5, les résultats de la simulation et les données expérimentales 
pour la colonne RDC sont présentés La première série de simulations montre qu’une 
augmentation du taux de solvant a des répercussions significatives sur la rétention de la phase 
dispersée (figure 3.4), tandis que les variations sur le profil de diamètre de Sauter sont beaucoup 
plus limitées (figure 3.5). 
 
Figure 3.4. Comparaison dans la colonne RDC des hold-up calculés avec les valeurs 
expérimentales. Influence de l’effet de  solvant. (300 tr/mn), (]  100 t/@, 
 112 t/@)-O- Sim. - ►- Exp., ( =100 l/h, =56  l/h) -*-  Sim. -◄- Exp) 
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Figure 3.5. Comparaison dans la colonne RDC des diamètres de Sauter calculés avec les 
valeurs expérimentales. Influence de l’effet de  solvant. (300 tr/mn),  100 l/h, =112 l/h) -O- Sim. - ►- Exp., ( =100 l/h, =56  l/h) -*-  Sim. -◄- Exp) 
 
Sur les figures 3.4 et 3.5, on peut voir qu'une augmentation (=56 l/h, =112 l/h) du 
taux de solvant a également des effets significatifs sur la rétention et les profils de diamètre de 
Sauter. Plus le taux de solvant de la phase dispersée augmente, et plus les rétentions et les 
diamètres de Sauter sont plus élevés. 
B. Influence de l’intensité d’agitation 
La seconde série de simulations met en exergue l’influence de l’intensité d’agitation sur 
l’hydrodynamique de la colonne. L’intensification de l’agitation a pour effet d’augmenter la 
rupture et de réduire fortement la coalescence entre les gouttes.  
Il en résulte une diminution de la taille moyenne des gouttes, par conséquent une 
rétention considérable et des faibles diamètres de Sauter. 
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Figure 3.6. Comparaison dans la colonne RDC des hold-up calculés avec les valeurs 
expérimentales. Influence de l’effet de l’agitation  =100 l/h, =112 1/h),(250 tr/mn.-*- Sim. -
►- Exp.), (tr/mn. -O- Sim.-◄- Exp.)(350 tr/mn. -+- Sim.) 
 
Figure 3.7. Comparaison dans la colonne RDC des diamètres de Sauter calculés avec les valeurs 
expérimentales. Influence de l’effet de l’agitation ( =100 l/h, =112 1/h), (250 tr/mn.-*- Sim. 
-►- Exp.), (300 tr/mn. -O- Sim.-◄- Exp.)(350 tr/mn. -+- Sim. -x- Exp.) 
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D’après les figures 3.4, 3.5, 3.6 et 3.7, on peut conclure que les résultats prévus pour la 
rétention et le diamètre de Sauter sont dans une concordance tout à fait acceptable avec les 
valeurs expérimentales. 
3.4.1.2. Etude du transfert de matière de la phase dispersée vers la phase continue 
On examine ici l’influence de l’intensité d’agitation pour le système ternaire eau-acétone-
toluène. 
A. Influence de l’intensité d’agitation 
Comme dans le cas sans transfert, l’effet principal d’une augmentation de l’intensité 
d’agitation est d’augmenter la rupture et de réduire fortement l'influence  de  la coalescence entre 
les gouttes.  
Pour ce sens de transfert, c'est la phase continue qui jeu le rôle d'extractant. 
La diminution de la taille moyenne des gouttes augmente le temps de séjour moyen de la 
phase dispersée dans la colonne, et l’augmentation de la rétention qui en résulte implique que 
l’aire interfaciale augmente fortement. 
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MODELE DE BILAN DE POPULATION 
 
 
4.1. Introduction  
Ce chapitre porte sur la modélisation par  modèle de bilan de population des particules 
(PBM) des réacteurs discontinus et continus. Dans un premier temps, l’équation générale de bilan 
de population sera présentée et différentes méthodes de résolution de cette équation seront 
mentionnées en donnant plus d’attention à la méthode d’Adomian qui fera l’objet principale de ce 
présent chapitre. Finalement, les distributions de taille des particules obtenues avec la méthode 
d’Adomian seront comparées aux solutions analytiques disponibles dans la littérature [98]. 
4.2. Modélisation par modèle de bilan de population 
La modélisation des procédés industrielle est d’un grand intérêt industriel. Elle permet de 
prédire la qualité des produits obtenus par différent processus dans différentes condition 
opératoires, a priori sans avoir besoin de construire des unités expérimentales. Cela est d’autant plus 
intéressant lorsqu’il s’agit de produits dangereux ou radioactifs. Par exemple la prédiction de la 
distribution de taille de particules (PSD) est un élément clé pour le contrôle de la qualité des 
produits. Sa modélisation nécessite l’introduction de l’équation de bilan de population au système 
d’équations. Il existe différentes méthodes pour résoudre l’équation de bilan de population, les plus 
couramment utilisées sont: la méthode des classes, la méthode des moments et la méthode de 
quadrature des moments, entre autres. Elles seront décrites dans la section suivante en donnant une 
attention toute particulière à la méthode d’Adomian utilisée notamment dans ce travail. 
4.2.1. Equation de bilan de population 
L’équation du bilan de population a été utilisée pour la modélisation de variétés de systèmes 
particulaires.  Un bilan de population (BP) est une manière de décrire l’évolution au cours du temps 
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et dans l’espace d’une population d’entités dénombrables qui possèdent un certain nombre de 
propriétés. Il existe différents modèles de bilan de population mais ils sont tous appropriés pour 
décrire les processus de transport et de cinétique réactionnelle des systèmes de phase dispersée. 
L’équation du bilan de population (EBP) fait alors le lien entre la cinétique réactionnelle, 
l’hydrodynamique du réacteur et la propriété des particules. La distribution continue des particules 
dans un réacteur bien agité est généralement décrite par une fonction de densité en nombre , ,
 
qui possède de nombreuses définitions suivant les propriétés étudiées de la population. Ainsi, à 
chaque particule correspondent des coordonnées du vecteur propriété  	
, … , 	 qui caractérisent 
son état interne (longueur, surface, densité). La fonction densité en nombre est alors définie comme 
une fonction de la vectrice propriété: 

, , … . ,  , 
, , …   , .                                                                              (4.1) 
Dans notre cas  représente le nombre de particules dans une taille de volume différentiel 
par unité de volume de réacteur à l’instant , où ζ  représente le volume de particule. 
  Le taux de variation du nombre de densité des particules est décrit par une  équation de 
bilan de population intégro-différentielle  qui s’écrit: 
,   ,   1  ,   ,   !, . 
                                                                                                                                                         (4.2)
 
Ici, il est supposé que, à tout instant,  le nombre de particules ,  ne dépend que du 
temps et d'une coordonnée interne le volume de particules. La vitesse dans cette coordonnée interne 
est alors une vitesse de croissance des particules  due à la variation de pression, le transfert de 
masse, etc. Le flux global d'entrée détermine le temps de séjour  de la dispersion. Ainsi, en 
supposant une agitation parfaite, où la distribution des volumes des particules à la sortie est toujours 
identique à la distribution à l'intérieur du réacteur. Les taux de distributions  des rétentions des 
particules entrantes et sortantes qui en résultent deviennent, respectivement, 
" ,  
et  
" ,  
Le terme  !,  représente la contribution à  ,  par la variation du nombre des 
particules à cause de la rupture et de la coalescence des particules. 
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!,     Γ,  # $    ′,  ′,  ′,  ′∞%# &,  ′' ′ ′,  ′  12# $    ′,  ′,    ′,  ′.∞%
∞
%  
                                                                                                                                                         (4.3)         
Où: '  et $ ,  ′ sont les fréquences de  rupture et de coalescence, respectivement, et &,  ′ est le nombre de gouttelettes filles ayant un volume dans la gamme de  à    formé 





Figure 4.1. Bilan de population 
4.2.1.1. Méthodes de résolution de l’équation de bilan de population 
La résolution de l’équation de bilan de population est complexe. Plusieurs méthodes ont été 
proposées  pour résoudre cette équation. Parmi les plus utilisées, on peut citer la méthode des 
moments, la méthode des classes, la méthode de Monte Carlo et la méthode de quadrature des 
moments. Dans les sections suivantes, une brève description de ces méthodes est faite. Une 
attention spéciale sera apportée à la méthode d’Adomian, qui a été retenue dans ces travaux pour la 
résolution numérique. 
A. Méthode des classes (MDC) 
La  discrétisation  de l’équation de  bilan  de  population  (DPB)  ou méthode  des classes est  
l’une  des méthodes  les  plus  utilisées  en  génie  de  la  précipitation  et  de  la cristallisation,  car  
elle  permet  de simuler  la  distribution  de  taille  des  particules  dans  son  ensemble. Cette  
méthode consiste à  représenter la distribution  de  taille de  particules  en nombre.  Cette méthode 
donne la PSD directement, néanmoins son utilisation est conditionnée à connaître a priori la gamme 
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de taille des particules et il est possible qu’un nombre important de classes soit nécessaire. Pour 
inclure l’équation de bilan de population dans  la  simulation,  l’équation  est  écrite  en  fonction  de  
la  fraction  volumique  de  la  taille  des particules, )* de la iéme fraction, dont le volume se trouve 
entre * et *+
. 
 )*  ,**     -  0,1, . . , ,  1,                                                                                                       (4.4) 
)*  ,**  / , 012301  .                                                                                                        (4.5) 
*  est le volume qu’occupent les particules de taille 4*. 
B. Méthode des moments (MDM) 
La  méthode  standard  des  moments  a  été  proposée  par  Randolph  et  Larson  (1971).  
Elle  consiste  à transformer l’équation de bilan de population en un ensemble d’équations de 
transport des moments de la distribution. Le moment d’ordre k est défini par rapport à la coordonné 
interne (La taille de particule 4)  à partir de l’équation : 
56  # 446∞%   7  0,1, … ,,  1. 
                                                                                                                                                        (4.6) 
A partir des moments, des paramètres qui décrivent les propriétés du bilan de population 
sont obtenus. Ces propriétés sont le nombre, la longueur, l’aire et le volume total des particules par 
unité de volume. 
Cette méthode est utilisée pour réduire la complexité du problème et la résolution est 
relativement simple  pour  des  moments  de  faible  ordre 
C.   Méthode de quadrature des moments (MDQM) 
La  méthode  de  quadrature  des  moments  a  été  développée  par  McGraw (1997),  pour  
décrire l’évolution des aérosols. Gélicourt a utilisé cette méthode pour modéliser par CFD la 
précipitation turbulente. Plus  tard,  Marchisio  et  Fox  (2005)  ont  complété  la  méthode  de  
quadratures  des  moments  pour l’application des multi-fluides et l’ont appelé la méthode directe de 
quadrature des moments. Elle avait été  postérieurement  utilisée  en  Fan  et  al.  (2004)  pour  
modéliser  l’agglomération  et  la  brisure  d’un polymère dans   un lit fluidisé Gaz-Solide. Cette 
méthode offre une alternative attractive à la méthode des classes, quant il est plus intéressant 
d’étudier l’évolution des agglomérats à la place de l’exacte. 
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                                                                                                                                                       (4.7) 
Avec 4* et $* sont les tailles et leur poids respectivement, de la quadrature exprimés à partir 
des premiers moments de la distribution. L’idée de McGraw est de construire une matrice 
jacobéenne tridiagonale J(x,t) à partir de 2,= moments, puis de l’inverser afin d’obtenir les tailles et 
leur poids.  
D.  Méthode de Monte Carlo (MDMC) 
La méthode de Monte Carlo est l’une des méthodes les plus utilisées pour modéliser la 
distribution de taille de particules, elle a été utilisée par (Zhao et Zheng, 2006), (Briesen, 2006), 
(Hollander  et al. 2001)  entre  autres.  Le  but  de cette  méthode  est  de  suivre  l’évolution  de  
l’ensemble  des  particules discrétisées en réalisant aléatoirement la sélection d’évènements 
probables. Dans la méthode  courante  de  Monte  Carlo,  il  faut  d’abord  choisir  l’intervalle  de  
temps  et  un  élément  de volume. 
E. Méthode d’Adomain  
La méthode décompositionnelle d’Adomian permet de résoudre des problèmes fonctionnels 
de différents types: équations algébriques, différentielles, intégrales, intégro-différentielles, aux 
dérivées partielles (EDP). 
La méthode s’adapte aussi bien aux problèmes linéaires qu’aux problèmes non linéaires. Il 
suffit qu’on puisse écrire l’équation sous la forme : 
>  ,>  ?. 
Qui est appelée forme canonique d’Adomian. Le principe de la méthode est le suivant  
considérons l’équation fonctionnelle (sous la forme canonique) : 
>  ,>  ?.                                                                                                                                    (4.8) 
 Où , est un opérateur différentiel non linéaire et ? une fonction connue. 
La méthode d’Adomian consiste à rechercher la solution sous forme d’une série: 
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9>@.8@<%  
                                                                                                                                                        (4.9) 
 Et à décomposer le terme non linéaire ,> sous forme d’une série: 
,> 9>@8@<% . 
                                                                                                                                                      (4.10) 
Les termes A@ sont appelés polynômes d’Adomian et sont obtenus grâce à la relation 
suivante [99, 100, 101, 102] : 
A@  1! C @D@ E, F9D*>*
8
*<% GHIJ<%  ,   0,1,2, .. 
                                                                                                                                                      (4.11) 
Où D est un paramètre réel introduit par convenance. En remplaçant les relations (4.9) et 
(4.10) dans (4.8), on obtient 
9>@8@<%  ? 9A@
8
@<% . 
                                                                                                                                                      (4.12) 
Ce qui entraîne par identification : 
KL
M







                                                                                                                                                     (4.13) 
Il est à noter que cette identification n’est pas unique mais c’est la seule qui permet de 
définir explicitement les >@. La relation (2.13) permet de calculer tous les termes de la série sans 
ambiguïté car les A@ ne dépendent que de >%, >
,…, >@. 
En pratique, il est presque toujours impossible de calculer la somme de la série ∑ >@8@<% , 
(sauf cas très particulier ). Aussi se contente-t-on généralement d’une solution approchée Q@ sous la  
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forme de série tronquée : 
Q@ 9>*@R
*<% . 
                                                                                                                                                      (4.14) 
En résumé, après la détermination des A@@S% une sommation donne la solution approchée 
de l’équation. Cependant la question qu’on peut d’ores et déjà se poser, c’est comment déterminer 
les A@@S% et à quelles conditions converge la méthode. 
- Polynômes d’Adomian 
 Les polynômes d’Adomian sont définis par la formule: 
KLM
LN A%>%  ,>%A@>%, >





                                                                                                                                                      (4.15) 
La formule proposée par G. Adomian pour le calcul des polynômes d’Adomian A@@S% est 
la suivante [100] : 




 > ,>%, 
A>%, >
, >  > >,>%  12! >
 >,>%, 
A>%, >
, >, >T  >T >,>%  12! >
> >,>%  13! >
T T>T,>%, 
… 
Cette formule s’écrit sous la forme : 
A@ 9V, ,0>%,  W 1@0<% . 
                                                                                                                                                      (4.16) 
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Où V,  représente la somme de tous les produits (divisées par m!) des  termes >* dont 
la somme des indices - est égales à ,5 étant le nombre de répétitions des mêmes termes dans le 
produit. La relation (4.16) permet de trouver les polynômes A@, mais en pratique, il est difficile de 
les déterminer quand  devient grand  X 5. Par la suite d’autres formules ont été proposées mais 
elles s’avèrent inefficaces en pratique vu leur complexité d’une part et l’absence de justification de 
l’écriture de ces formules d’autre part. 
C’est dans les années 1994 que K. Abbaoui propose et démontre une formule récurrente 
pratique de calcul des A@ [99]. La formule d’Abbaoui est déduite de la relation (4.15) donnée dans 
la définition des polynômes d’Adomian.  
 
4.3. Résolution de l’équation de bilan de population par la méthode d’Adomian  
Pour illustrer la méthode de décomposition d’Adomian nous comparons les solutions des 
modèles de différents mécanismes de l’équation de bilan de population, où les solutions analytiques 
sont disponibles dans la littérature, avec les solutions de la présente méthode, et ceci pour les 
réacteurs discontinu (batch) et continu. 
4.3.1. Résolution en processus discontinu 
4.3.1.1. Présence seulement du terme de rupture 
A. Rupture avec distribution uniforme des particules filles et Z[  [ et la condition 
initiale  \][, ^  [_R[ 
Considérons le problème suivant: 
,   # &, `80 '``, `  ', . 
                                                                                                                                    (4.17) 
Intégrons l'équation (4.17) par rapport à , nous obtenons 
,   , 0  # a# &, `80 '``, `  ', b.
c
%  
                                                                                                                                    (4.18) 
Supposons que la solution de l'équation (4.18) donnée par la méthode de décomposition 
d’Adomian est : 
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,   9 d, 8d<% . 
                                                                                                                                                       (4.19) 
  
Avec les termes de la série sont  déterminés par l’algorithme récursif d’Adomian  
%,   , 0  eR0,                                                                                                          (4.20) 

,   # a# &, fΓ`%`, `  Γ%, 80 b  eR02  2  .
c
%  
                                                                                                                                    (4.21) 
Et de la même manière nous calculons  les termes , , T, , … , d,  
,   eR0 h12  114   14  58T  120k  lm, 
T,   eR0T h 53  13  20384   49168 T  14k  7168l  1480 q  rm, 
en général d,  est la solution : 
d,   # a# &, fΓ`dR




Enfin nous calculons le terme général d,  comme suit : 
d,   R
sd! dR
eR0d1   5  5  2.                                                            (4.22) 
D’où la solution finale est : 
,   9 d, 8d<%
 9 F 1d5! dR
d 5  5  2G eR0
8
d<% eR
+c01  2    . 
                                                                                                                                             (4.23)  
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B. Rupture avec distribution uniforme des particules filles et Z[  [t 
Dans ce cas, le taux de rupture des particules est proportionnel au carré de son volume. 
Les premiers termes sont calculés avec le même raisonnement que précédemment et l’algorithme 
reprend avec la condition initiale suivante : 
%,   , 0  eR0,                                                                                                          (4.24) 

,   eR04  4  2  T.                                                                                         (4.25) 
D’où le terme générale qui s’écrit ainsi 
d,    1d5! dd4    4  2eR0. 
                                                                                                                                    (4.26) 
Et par conséquent 




d<%    eR0
+c0  4  4  2. 
                                                                                                                
                            
          (4.27) 
Qui converge vers solution exacte (tableau 4.1). 
La figure 4.2 présente la comparaison de la distributions de densité en nombre au temps   0.05 pour les taux de rupture linéaire Γ   et parabolique Γ  . Cette comparaison 
montre clairement  que le taux parabolique produit beaucoup de particules que pour le taux de 
rupture linéaire, et ceci démontre la signification de cette fonction dans l'équation de rupture. 
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Figure 4.2. Comparaison entre les densités en nombre pour Γ   et Γ   
4.3.1.2. Présence des termes de coalescence et de  croissance 
Dans ce cas l’équation de bilan de population s’écrit sous la forme suivante: 
 ,   ,  12# u  `  `  ```v% , # u, ``, f8% . 
                                                                                                                 (4.28) 
 
A. Cas w[, [`  x avec la condition initiale \][, ^  _R[ et le taux de croissance y[  [ 
Les termes de la série sont  déterminés par l’algorithme récursif d’Adomian  

,   12 eR0 4  3 , 
,   18 eR018  34   9, 
T,   148 eR0T 92  320   198   27T, 
k,   1384 eR0k536  2960   3168   972 T  81 k. 
Les figures 4.3 et 4.4 représentent les résultats obtenus par la méthode d’Adomian. 
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Figure 4.3. Comparaison entre les solutions numériques et la solution analytique de l’équation de 
bilan de population dans le cas où u, `  1 avec la condition initiale %,   eR0 et le taux 
de croissance    
Cette figure représente la comparaison entre les solutions numériques tronquées et la 
solution analytique. 
La troncature utilisée pour la solution est de onzième ordre, à cet ordre nous remarquons que 
les deux solutions sont identiques comme le montre la figure 4.4. 
 
Figure 4.4. Comparaison entre les deux solutions analytique et numérique de l’équation de bilan de 
population dans le cas où u, `  1 avec la condition initiale %,   eR0 et le taux de 
croissance    
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B. Cas w[, [`  [  [`, \][, ^  _R[ et le taux de croissance y[  [ 
 Dans ce cas, les termes 
, , , , T,  et k,  de la série d’Adomian sont 
donnés par: 

,   12 eR0 2  2  , 
,   112 eR018  6   24   k, 
T,   1144 eR0T 72  168   528   36T  72k  q , 
k,   12880 eR0k240  3120   11460   3120 T  4120 k  120l  160q  z. 
 La figure 4.5 représente la solution numérique obtenue par la méthode d’Adomian.  
  
 
Figure 4.5. Solutions numérique de l’équation de bilan de population dans le cas où u, `   ` ,  %,   eR0 et le taux de croissance    
C. Cas w[, [`  x,  \][, ^  [_R[ et le taux de croissance y[  [ 
Dans ce cas nous résolvons l'équation de bilan de population par la méthode d’Adomian et 
nous comparons la solution obtenue avec la solution analytique. 
Les premiers termes de la série sont déterminés par l’algorithme d’Adomian suivant 

,   12 eR0 36  12   , 
,   1480 eR02280  1680   20   40 T  k, 
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T,   140320 eR0T 215040  258720   28560   13440T  1008k  84 l  q . 
D’où la solution tronqué à l’ordre 9. 
,  {9*, |*<% . 
Les figures suivantes représentent le résultat obtenu pour ce cas 
 
Figure 4.6. Comparaison entre les solutions numériques et la solution analytique de 
l’équation de bilan de population dans le cas où u, `  1, %,   eR0 et le 
taux de croissance    
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Figure 4.7. Comparaison entre les deux solutions analytique et numérique de l’équation 
de bilan de population dans le cas où u, `  1 ,%,   eR0et le taux de 
croissance    
4.3.2. Résolution en processus continu 
4.3.2.1. Absence du terme de croissance dans l’équation de bilan de population 
A. Condition initiale et terme de source sous forme exponentielle 
Nous considérons le modèle suivant: 
 ,   }   # &,  ′' ′`, `  , '  }80 . 




,   }   # a# &,  ′' ′`, `  , '  }80 b
c
% . 
                                                                                                                             (4.30) 
Les étapes de la méthode d’Adomian sont: 
%,   }eR0, 
d+
,   # a# &,  ′' ′d`, `  d, '  }80 bc%  , 5  0,1,2, … 
                                                                                                                                 (4.31) 
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 Le second terme est :  

,   12}eR0 2  }  . 
 Le terme général est : 
d<  15 515 1! }e }  5 2 ~5 }  >2  5. 
                                                                                                                             (4.32) 
Donc: 
,   9 1d d+
5  1!
8
d<% }eR0}  dR5  }  >  5 eR0 1 }⁄   1 }  1  1 }⁄ ⁄ 1 }  1  1 }⁄ ⁄ T 1  eRc+c0
 eRc+c0+01  1 }⁄  h2 h1  1}  1m  m. 
                                                                                                                             (4.33) 
B. Terme de source sous forme de distribution de Dirac  
Le terme de source est donné par: 
     .                                                                                              (4.34) 
 
La solution de l’équation de bilan de population est : ,   τ  # &, `' ′80 `, `  ,  h'  1τm. 
                                                                                                                             (4.35) 
Dans ce cas l’opérateur 4  c et 4cR
.  
L'application de l'opérateur inverse donne: 
,   τ  # F# &, `' ′80 `, `  ,  h'  1τmGc% . 
                                                                                                                             (4.36) 
La solution donnée par la méthode de décomposition d’Adomian est: 
 
%,     τ , 
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d+
,   # F# &, `' ′80 d`, `  d,  h'  1τmGc%  5  0,1,2,… 
                                                                                                                                 (4.37) 
De ce cas nous calculons les termes de la solution: 

,    ~1  τ    2τe}-e  2τ , 
d,    1dd+
5  1! τ+
 1  τdR a1  τ    25τ 2Γmm 1	e}-eτ  b. 
                                                                                                                                 (4.38) 
Donc :  
,   %,   
, 
 9  1dd+
5  1! τ+

8
d< 1  τdR a1  τ
    25τ 2τmm 1	e}-eτ  b. 
                                                                                                                                 (4.39) 
Donc la solution exacte est : 
, 
 11  τT
h1  eRc





+0 b	e}-eτ   
. 
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Les solutions analytiques disponibles pour ce cas sont présentées dans le tableau suivant: 
Tableau 4.1. Solutions analytiques disponibles dans le cas de la présence des termes de coalescence et 
de  croissance  
Cas  u, `  , 0 Solution analytique  ,  Références 
1 1  eR0 ~








2   `  eR0 ~ 22  ec eR






3 1  eR0 
~ 22  ec 11  ~ 22  
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Ce chapitre présente l’ensemble des résultats de simulation pour les contacteurs 
diphasique. Ces résultats sont obtenus à l’aide de deux logiciels: Fluent et Comsol. 
Le simulateur Fluent, est un code de calcul CFD commercial édité par la société ANSYS. 
Le terme CFD  désigne le calcul numérique appliqué à la mécanique des fluides, il est  
couramment nommé  par  l’acronyme  CFD  provenant  de  l’anglais « Computational Fluid 
Dynamics». Cette technique consiste à résoudre dans un domaine les équations fondamentales de 
la mécanique des fluides couplées éventuellement aux équations de transfert de matière, et de 
chaleur de manière à caractériser les écoulements. Les méthodes de discrétisation les plus souvent 
utilisées en CFD sont: les méthodes des différences finies, les méthodes des différences finies, les 
méthodes des volumes finies et les éléments finis. Dans le cas de logiciel commercial Fluent, la 
méthode des volumes finis est utilisée. 
Fluent est un solveur qui supporte tous les régimes d’écoulements, Eulérien ou visqueux, 
stationnaire ou non.  Initialement, la CFD a trouvé des  applications  en  génie mécanique. 
Aujourd’hui, la CFD est de plus en plus utilisée dans différentes industries comme l’aéronautique, 
l’automobile, l’électrique et le génie des procèdes, etc. 
Le simulateur Comsol, anciennement appelé FEMLab, est avant tout un outil de résolution 
d’équations aux dérivées partielles par éléments finis. C’est un logiciel de simulation pour 
différentes applications de physique et d'ingénierie. Sa particularité est de disposer d’une base de 
données d’équations permettant de modéliser différents phénomènes physiques, comme 
l’électrostatique, l’écoulement des fluides ou encore la déformation des matériaux.  
CHAPITRE V   SIMULATION A L’AIDE DES SIMULATEURS FLUENT ET COMSOL 
 
- 64 - 
 
Sa spécificité est également de permettre de coupler différentes EDP, de manière à décrire 
des phénomènes multiphysiques. 
5.2. Résultats et discussion  
Les résultats obtenus par le biais de la simulation sont présentés et discutés selon deux 
parties. La première partie concerne l’étude de l’hydrodynamique de la colonne, et la seconde 
concerne l’étude du transfert de matière. 
5.2.1. Etude de l’hydrodynamique de la colonne à disque rotatif 
Nous divisons cette section en deux parties. 
5.2.1.1. Ecoulement monophasique  
Dans cette partie nous présentons les résultats obtenus à partir de la simulation de 
l'hydrodynamique en utilisant les deux simulateurs Comsol et Fluent. 
A. Simulation utilisant le simulateur Comsol 
Nous  commençons par la création de la géométrie de la colonne RDC, la figure suivante 
représente le maillage de la colonne RDC par le simulateur Comsol. 
 
Figure 5.1. Maillage du réacteur RDC par Comsol 
Dans le cas où une seule phase (phase aqueuse), la simulation du champ de vitesse pour 
la phase continue est représentée sur les figures 5.2 et 5.3 Ces résultats sont obtenus pour un 
débit volumique de 200 l/h et la vitesse de rotation des disques est 150 tr/mn. La simulation est 
faite pour t= 20s. 
CHAPITRE V   SIMULATION A L’AIDE DES SIMULATEURS FLUENT ET COMSOL 
 
- 65 - 
 
 
Figure 5.2. Vitesse de la phase continue 
Pour une vue plus mieux on ajoute la figure 5.3 qui représente une partie de la colonne 
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Figure 5.3. Vitesse de la phase continue dans une section de la colonne RDC 
Dans ce cas le modèle de turbulence utilisé est le modèle k-ε, la vitesse est maximale          
au niveau des limites des stators et  disques rotatifs, ceci peut être bien expliqué, car ces limites 
sont des obstacles au mouvement de la phase.  On peut noter aussi que la  vitesse près du mur est  
insignifiante et la vitesse dans les coins est presque nulle, ce qui est évident car il n’y pas de  
mouvement de la phase (eau)  dans ces zones. 
La figure 5.3 donne un intervalle de vitesse qui varie de 0 m/s à 0.149 m/s, par 
comparaison de ces vitesses avec la vitesse à l’entée de la colonne (vitesse initiale égale à 
0.0032m/s), on peut dire que le résultat est  acceptable. 
Cette figure montre aussi que la circulation des vitesses  forme des anneaux qui sont situés 
dans la zone comprise entre deux disques rotatifs ou deux stators. Les flèches représentent le 
champ de vitesses de la phase continue et indiquent le sens de celle-ci. 
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B. Simulation utilisant le simulateur Fluent 
Dans cette partie, nous présentons les résultats de simulation de l’hydrodynamique pour 
l’écoulement monophasique  à l’aide de Fluent. 
Même chose pour le cas précédent nous commençons par la création de la géométrie de la 
colonne à l’aide du préprocesseur Gambit. La figure 5.4 représente la géométrie ainsi que le 
maillage de la colonne RDC. 
 
 
Figure 5.4. Maillage de la colonne RDC par  Gambit 
 
La figure 5.4 montre le champ de vitesses de la phase continue, qui est dans ce cas  l'eau, 
issu de la simulation en utilisant la CFD à l’aide du logiciel Fluent et ceci pour un écoulement de 
débit de 200 l/h à l’entrée de la colonne pour une vitesse de rotation des disques de 150 tours/min.  
La figure 5.4 montre le contour des vitesses dans la colonne RDC. Le modèle de 
turbulence utilisé est le modèle k-ε et les calculs ont été exécutés aves un maillage montré dans la 
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Figure 5.5. Vitesse de la phase continue par Fluent 
Pour chaque compartiment de la colonne avec des caractéristiques mentionnées au tableau 
3.1, on remarque deux grands vortex, un entre les deux stators consécutifs, et l’autre entre les 
disques tournants. 
Les résultats de la simulation donnent aussi des valeurs de vitesses pour la phase aqueuse 
comprises entre 0 et 0.5 m/s, lorsque nous comparons la valeur (0.5 m/s) avec la valeur initiale de 
la vitesse, (0.0032 m/s)  nous déduisons que ces deux valeurs  sont proches. Nous avons pu 
constater que la vitesse près du mur est  faible, la vitesse dans les coins formés par les stators est  
presque nulle, et ceci est justifié par la non présence du mouvement de l'eau dans ces lieux. 
A partir de cette figure nous constatons que le champ des vitesses en bas de la colonne est 
faible et ceci peut expliquer  que l’entrée de la phase aqueuse  est située au sommet de la colonne. 
C. Comparaison des résultats 
Les figures précédentes présentent les  résultats obtenus par les deux logiciels Comsol et 
Fluent. Nous remarquons que ces deux codes de calculs donnent des résultats proches et 
satisfaisants pour ce genre d’écoulement. 
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5.2.1.2. Ecoulement à deux phases (diphasique) 
Comme pour le cas précédent  les deux simulateurs Comsol et Fluent sont utilisés 
A. Simulation utilisant le simulateur Comsol 
Pour ce deuxième cas, la phase continue est l’eau, entrant avec un débit de 100 l/h et la 
phase organique est le toluène, entrant avec un débit de 200 l/h et une vitesse de rotation constante 
de 150 tr/mn. 
Les propriétés physiques de l'eau et du toluène sont données dans le tableau 3.2 : 
La figure 5.6  représente la vitesse de la phase aqueuse dans une colonne RDC à instant      
t = 20 s. 
 
  
Figure 5.6. Champ de vitesse de la phase continue dans le cas d’écoulement à deux phases à 
l’instant t = 20s 
D’après la figure 5.6, nous remarquons clairement le sens de l’écoulement de la phase 
aqueuse dans la colonne  entre les stators  à l’aide du champ de vitesses qui est représenté par des 
vecteurs suivants des lignes courbés. La vitesse est maximale aux bouts des disques avec un 
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intervalle de vitesse de 0 à 651 m/s. Par contre les vecteurs vitesse sont nuls aux coins et ceci peut 




















Figure 5.7. Fraction volumique de la phase aqueuse et les lignes de courants 
La figure 5.7 représente la fraction volumique de la phase aqueuse et les lignes de courants 
(vitesse du liquide). Grâce à cette figure, nous pouvons déduire que l'eau occupe presque toute la 
colonne. La fraction volumique de l’eau sous les disques est insignifiante et  la vitesse est faible au 
même endroit. 
Nous remarquons aussi que dans chaque endroit entre deux disques la présence de 
différents boucles de vecteurs de vitesse, et ceci comme le montre la figure 5.8. 
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Figure 5.8. Profil de vitesse de la phase continue en fonction de la hauteur au 
niveau de la limite droite  
 
Figure 5.9. Profil de vitesse de la phase continue à la sortie de la colonne 
Dans les figures 5.8 et 5.9 nous avons présenté les deux profils de vitesse l’une entre deux 
disques et l’autre au sommet de la colonne. La première figure montre la présence de boucles 
circonscrites et la deuxième figure montre le profil à la sortie de la colonne.    
Ce cas où la frontière est située au sommet de la colonne, et il n'y a aucune boucle dans le 
même lieu, donc il y’a un seul intervalle de vitesse, comme le montre dans la figure précédente. 
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B. Simulation utilisant le simulateur Fluent  




Figure 5.10. Vitesse de la phase continue dans le cas d’écoulement diphasique par Fluent 
Cette figure représente le résultat de simulation de l’écoulement diphasique à l’aide            
de Fluent. 
La vitesse de la phase continue à l’entrée de la colonne  est de 200 l/h, la vitesse d’entée de 
la phase dispersé  est de 100 l/h. 
L’intervalle de vitesse est de [0, 0.651] m/s, le modèle utilisé est le modèle Eulérien                   
et le modèle de turbulence est le modèle k-ε. 
Après une comparaison entre l’écoulement monophasique et diphasique on remarque que 
la vitesse est atténuée, et le champ de vitesse de la phase continue est sous forme de boucles, à 
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C.  Comparaison des résultats 
La comparaison entre les résultats obtenus par les deux logiciels Comsol et Fluent  nous 
montre que les deux approches numériques de discrétisations telles-qu’éléments finis pour Comsol 
ou volumes finis pour Fluent donne des résultats très proches et ceci est confirmé par les 
différentes résultats obtenus dans ce chapitre. 
5.2.2. Etude du transfert de matière 
Dans cette partie nous utilisons, seulement le logiciel Comsol pour faire la simulation du 
transfert de matière dans les deux colonnes, à savoir, la colonne à bulles et  la colonne à disque 
rotatif (RDC). 
5.2.2.1. Colonne à bulles 
Cette partie illustre la simulation d’écoulement diphasique dans une colonne à bulles. Le 
réacteur est rempli avec de l'eau et de bulles de gaz (l’air) qui sont injectées par le bas.                  
 En raison de la flottabilité, la montée des bulles induisant un mouvement de circulation du 
liquide. En outre, comme la montée des bulles dans l'eau, le gaz se dissout de la phase dispersée 
(bulles) dans le liquide. 
Dans cet exemple, nous commençons d'abord par une simulation en fonction du temps 
sans turbulence et sans tenir compte de la dissolution du gaz. Ensuite nous considérons la 
turbulence, à fin d'obtenir le champ de vitesse moyenne temporelle et les fractions volumiques, 
avec et sans l'introduction de la turbulence.  
Il faut noter que la solution laminaire est une estimation initiale pour le problème 
turbulent, il est beaucoup plus facile pour le solveur de converger dans ce cas.  
Enfin nous allons faire la simulation du transfert de matière avec l’utilisation de modèle 
de bilan de population. 
Toutes ces étapes est une validation que le logiciel Comsol peut faire la simulation de 
l'écoulement à bulles. 
La figure 5.11 représente le maillage de la colonne à bulles.  
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Figure 5.11. Maillage de la colonne à bulles 
 La figure 5.12  montre la simulation transitoire, sans transfert de masse du gaz au 
liquide  et sans turbulence, à t = 5s, et 10s. 
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Figure 5.12. Fraction volumique du gaz à t = 5s 
 
 
Figure 5.13. Fraction volumique du gaz à t = 10s 
 
D’après la comparaison entre les deux figures 5.12 et 5.13, nous remarquons dans la 
figure 5.12 que la fraction volumique du gaz augmente en fonction du temps et qu’elle est 
maximale au centre de la colonne. Ceci, car lorsque au début du processus nous avons injecté le 
gaz du bas de la colonne, et cette quantité de gaz augmente progressivement le longue de la 
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colonne. Pour  la figure 5.13, la fraction volumique est maximale au bas de la colonne, Parce 
que c'est le lieu où le gaz est introduit. Et Dans le reste de la colonne, les valeurs de la fraction 
volumique du gaz sont très proches, Parce qu'avec le passage du temps l'écoulement sera 
homogène (laminaire). 
En utilisant un modèle de turbulence, il est possible de calculer la moyenne temporelle 
de la vitesse. Le modèle de turbulence k-ε standard pour l'écoulement monophasique peut 
également être utilisé pour les écoulements multiphasiques. Dans ce cas, nous pouvons alors 
négliger le fait que les bulles créent la turbulence lors de leur remontée à travers le liquide. Le 
modèle de turbulence k-ε peut également être modifié de sorte qu'il compte l'effet de turbulence 
causée par les bulles. Les figures 5.14, 5.15, 5.16 et 5.17 montrent les résultats obtenus pour la 
viscosité turbulente, la fraction volumique du gaz et la vitesse du liquide, en utilisant le modèle 
de turbulence k-ε avec et sans turbulence causée par les bulles. La viscosité turbulente diffère 
de manière significative pour les deux modèles, mais le débit par rapport  à la vitesse du liquide 
et la concentration de gaz est similaire pour les deux cas. 
 
Figure 5.14. Viscosité turbulente sans l’effet de la turbulence causée par les bulles 
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Figure 5.15. Viscosité turbulente quand la turbulence est induite par les bulles 
D’après cette figure, nous remarquons que la viscosité turbulente est très faible, est 
logique car le gaz occuppe la colonne. 
Les figures 5.16 et 5.17 représentent la fraction volumique du gaz (surface  de colonne) 
et la vitesse du liquide (flèche) dans les deux cas.  
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Figure 5.16. Fraction volumique du gaz et vitesse du liquide sans l’effet de la turbulence 
causée par les bulles 
  
Figure 5.17. Fraction volumique du gaz et vitesse du liquide quand la turbulence est induite 
par les bulles 
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Si le gaz se dissout dans le liquide, la fraction volumique du gaz diminue, qui figures 
5.18 et 5.19 montrent clairement. Enfin, les figures 5.18, 5.19 et 5.20 montrent des instantanés 
de la concentration  de gaz dissous à l'instant, t = 10 s et 20 s. Parce que le liquide circule dans 
le réacteur, les espèces dissoutes sont distribué rapidement dans l'ensemble du réacteur. 
 
Figure 5.18. Fraction volumique du gaz à l'instant t =10s 
 
Figure 5.19. Fraction volumique du gaz à l'instant t = 20s 
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D’après les figures 5.18 et 5.19, nous remarquons que la fraction volumique du gaz 
décroit et ceci peut s'expliquer par la dissolution du gaz dans le liquide. 
 
Figure 5.20. Concentration du gaz dans la colonne à bulles à l'instant t = 5s 
 
Figure 5.21. Concentration du gaz dans la colonne à bulles à l'instant t = 10s 
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Figure 5.22. Concentration du gaz dans la colonne à bulles à l'instant t = 20s 
 
Donc cette partie est une validation, d'une part, pour le modèle d’écoulement des bulles, 
d’autre part pour la simulation de transfert de matière. Nous utilisons la notion d’aire 
intefaciale, qui est définit en fonction de  (densité en nombre de bulles), et donc nous 
introduisons l’équation de bilan de population. 
Si on utilise le modèle de bilan de population dans un réacteur à bulles, nous pouvons 
utiliser la théorie de double film pour expliquer la dissolution de la phase dispersée. L’application 
du modèle calcule le taux  de transfert de masse selon:   
 
   
 	 

H   ..  
                                                                                                                                      (5.1) 
  4  3   
                                                                                                                                      (5.2) 
L’aire interraciale dépend de la fraction de volume de la phase dispersée mais également 
du nombre de gouttes ou bulles par volume  1/. Si nous choisissons le modèle du double 
film suggéré par Lewis et Whitman, le mode d'application résout automatiquement et également 
pour . Par conséquent, nous devons introduire le modèle de bilan de population, dans le cas d’un 
réacteur à bulles, nous avons lié entre les modèles (PDE,  écoulement avec bulles et convection et 
diffusion). Le résultat est présenté dans la figure 5.23.  
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Figure 5.23. Vitesse de la phase liquide avec l’utilisation du modèle de bilan de population 
 
D’après la figure 5.23, on constate que la vitesse de la phase continue est maximale dans le 
coté gauche pré du mur où on remarque la circulation de cette phase, en parallèle et entre ce 
dernier et l’axe de symétrie la vitesse est  moyenne et dans le coté droit est faible. 
 
5.2.2.2. Colonne RDC 
Pour ce cas nous ajoutons le modèle de transfert de masse à l’écoulement diphasique à fin 
d’obtenir la simulation pour le transfert de matière. 
La figure 5.24 présente la concentration de la vapeur qui est dissoute dans la phase 
continue. 
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Figure 5.24. Concentration en toluène dans la phase aqueuse 
D’après la figure 5.24, nous remarquons que la concentration en toluène dans la phase 
aqueuse  est croissante du bas vers le haut. 
Pour l’introduction du modèle de bilan de population des gouttes, on a fait le couplage 
entre les cas où l’écoulement est diphasique et  l’équation de bilan de population  
Dans ce travail, nous choisissons le cas d’un contacteur discontinu, avec les conditions  
!", "$  2 "&⁄ ,  ("  " et la condition initiale  )", *    +,-. 
La figure suivante représente la vitesse de la phase continue après le couplage. 
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Au terme de ce travail, on peut dire que l’objectif initial, qui était de développer un nouveau 
code de calcul étendu au transfert de matière  pour la simulation d’un contacteur diphasique a été 
atteint.  
Sur le plan de la modélisation de l’hydrodynamique et le transfert de matière dans le 
contacteur diphasique RDC, l’accent a été mis sur l’écriture d’un modèle capable de prendre en 
compte l’ensemble des phénomènes physiques. Ainsi, le modèle intègre un bilan de population de 
gouttes. Cette modélisation a besoin de la connaissance de la dispersion axiale, de la vitesse de 
glissement des  phases pour une certaine géométrie de colonne et des phénomènes d'interactions des 
gouttes, qui est la rupture et la coalescence. 
Sur le plan numérique, cette recherche a permis d’apporter une solution numérique au 
problème posé par la résolution des équations intégro-differentielles correspondant au modèle. Les 
résultats de simulation déterminent l’influence des conditions opératoires (débits d’alimentation, 
intensité d’agitation) sur l’hydrodynamique et le transfert de matière. 
Sur le même plan, la méthode de décomposition d’Adomian est utilisée pour résoudre 
l’équation de bilan de population incorporant la croissance, la rupture et la coalescence dans les 
réacteurs discontinu (batch) et continu.  
Sur le plan de l’utilisation des logiciels, deux simulateurs Comsol et Fluent sont utilisés pour 
faire la simulation des contacteurs diphasique tels que la colonne à disque rotatif (RDC) et la 
colonne à bulles. 
Actuellement, ces outils pour la simulation permettent une interprétation et une 
compréhension des divers phénomènes implicites dans les opérations des colonnes d'extractions 
liquide-liquide et des colonnes à bulles essentiellement pour le calcul de dimensionnements de ces 
appareils. 
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Dans l’avenir, outre les aspects relatifs à la validation de notre modèle, on peut désormais 
envisager d’y apporter des améliorations: 
- sur le plan de la modélisation, il est nécessaire d’inclure la possibilité de transfert de 
matière multi constituants et de réactions chimiques entre constituants. 
- sur le plan numérique, il est indispensable de tester d’autres méthodes de résolution 
numérique dont le but principale sera porté sur la fiabilisation de la convergence et sur la 
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ANNEXE II                              TRAITEMENT STATISTIQUE DES POPULATIONS DE PARTICULES 
 













Nous avons utilisé, pour décrire les populations de gouttes, la variable ,  définie 
comme la densité de probabilité qu’un point au niveau z de la colonne appartienne à une goutte 
de diamètre , ,   	
,
  est alors la densité de probabilité qu’un point de la phase 
dispersée, au niveau z de la colonne, appartienne à une goutte de diamètre . 
,   est donc la fraction de volume occupée par les gouttes de diamètre    , au 
niveau z de la colonne. 
 On peut également caractériser une population de particules par une distribution 
en nombre, soit  , , la densité de probabilité en nombre des gouttes de diamètre , au 
niveau  . 
A partir de la variable  ,  on peut proposer la définition des diamètres moyens 
suivants : 





                                                ,                                                                                                      (1) 
Nous retiendrons pour notre étude, le diamètre suivant  définis par : 




  ,   







                                                                                                                                            (2) 
 est appelé diamètre de SAUTER ; c’est le diamètre volume – surface  qui apparaît dans le 
calcul de l’aire d’échange. 
Soit : 




                                                                                                                                                       (3) 
Avec  
   ∆ 
                                                                                                                                                       (4) 
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L’insertion de (3) et (4) dans 2 donnes :   
 







































                                                                                                          
                                             (6) 
Et enfin :  
  ∑  
K*







Un nouveau code de calcul étendu au transfert de matière  a été développé pour la simulation 
d'une colonne d’extraction liquide-liquide fonctionnant à contre-courant. Ce code est 
caractérisé par le couplage entre une description détaillée de l’hydrodynamique et un modèle 
de transfert de matière. 
Une nouvelle méthode de résolution de l'équation de bilan de population nommée Méthode de 
décomposition d'Adomian, appliquée à l'hydrodynamique est également prise en compte, 
notamment pour le processus de coalescence, rupture, et  croissance des particules. Aussi une 
étude élargie aux domaines de l'hydrodynamique et le transfert de matière  a été élaborée par 
des simulateurs commerciaux tels que Comsol et Fluent.  
Mots clés : Extraction liquide-liquide, Bilan de population  
Abstract 
A new calculation code for the mass transfer a counter-current extraction process has been 
developed. This code is characterized by the combination of two main aspects in separation 
processes: hydrodynamics and mass transfer. 
A new method of solving the population balance equation named Adomian composition 
method, applied to the hydrodynamics is also taken into account, especially for the process of 
coalescence, breakage and growth of particles. As expanded study the fields of 
hydrodynamics and mass transfer was developed by commercials simulators such as Comsol 
and Fluent. 
Key words: Liquid-liquid extraction, Population balance. 
 
 
   داا  رّ ا أ مةآ د اص  ا-  ا ر!ا ". ها ا$ %&'& (!  !&
ا) * +,ا -!م.دور!01 وجذ  داا. 
 ة 5' 5دم 6- ا نزاا وت : 5' 1ا  ـ Adomian،  5=>ا :1ا-!م.دور!0،  $خ@ت !&
 ر=Aا !A !1ت Aام، او ،ق(و ات! E.   F$آ5ارد  5متAE -!م.دور!0ا  تو
داا 5>ا&  Gما'&ةآا ا5رE Hم Fluent   وComsol. 
	
لا تلا:  صAا  ا-  ا  ، 6- ا نزاا . 
